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Allgemeines. Didaktik. Bibliographisches. 


E. Lietzmann, W.: Lustiges und Merkwürdiges von Zahlen und Formen. 8. Aufl. 
Göttingen: Vandenhoeck & Ruprecht 1955. 276 S. mit 171 Fig. im Text u. 8 Tafeln. 
Kart. DM 9,80, Hln. DM 11,80. 


e Hasse, Helmut: Proben mathematischer Forschung in allgemeinverständ- 
licher Behandlung. (Schriftenreihe zur Mathematik. Nr. 1.) Frankfurt/Main- 
Pinneberg: Otto Salle Verlag 1955. VIII, 103 S. 165 Abb. DM 6,80. 
In einer ungemein lebendig verfaßten Einleitung werden die Leitgedanken 
dieses Büchleins entwickelt. Es soll gezeigt werden, daß der schaffende Mathemati- 
ker einem Künstler vergleichbar ist, indem er wie dieser seine Schöpfung zunächst 
mit kühner Phantasie intuitiv erschaut und dann bei der Ausgestaltung neben der 
selbstverständlichen logischen Richtigkeit die Schönheit und Harmonie als leitende 
Maßstäbe hat. Das Büchlein soll, in den Grenzen, die ihm gesteckt sind, die Freude 
an dieser Schönheit erwecken. 

Die Themen sind zunächst so gewählt, daß die Fragestellung möglichst einfach, 
naturgemäß und leicht verständlich ist. Dies ist bekanntlich sehr wohl verträglich 
damit, daß zu ihrer Beantwortung denkbar schwierigste Theorien erforderlich sind. 
Dann werden nur die Ergebnisse genannt, in Verbindung mit dem Versuch, die bei 
solchen Themen besonders stark zum Ausdruck kommende Spannung zwische_ 
Frage und Antwort herauszuarbeiten. In allen Fällen liegt der Nachdruck wenigeı 
auf dem rein logischen Skelett der Schlußführung als vielmehr darauf, an dieser 
Gedankenkette die eigentümlichen Reize der zur Lösung führenden mathematischen 
Methode hervortreten zu lassen. Der Belebung dient in vielen Fällen ein Eingehen 
auf die historische Entwicklung der oft schon sehr alten Fragestellung bis zur heute 
erreichten Gestalt. Ausgeschlossen sind spielerische Themen: Themen aus dem 
nur am Rande der Forschung stehenden Bereich der oft behandelten mathematischen 
Unterhaltungen und Spiele. Schließlich sind die Themen so gewählt, daß sie in 
ihrer Gesamtheit einen möglichst breiten Bereich der aktuellen mathematischen 
Forschungsgebiete (Arithmetik, Algebra, Analysis, Geometrie) überdecken. 

Vorbild: das Gemeinschaftswerk Rademacher-Toeplitz, „Von Zahlen und 
Figuren. Proben mathematischen Denkens für Liebhaber der Mathematik“, 2. Aufl. 
Berlin 1933. Diesem schönen Paradigma sind die folgenden Themen entnommen. 
Sie werden jedoch in einer dem Rang des Verf. entsprechenden wesentlich neuen 
Bearbeitung und mit einer eben so wesentlichen Adjungierung von weiteren Frage- 
stellungen vorgetragen. 

Inhalt: $ 1. Über Primzahlen (1. Grundsätzliches, 2. Das Sieb des Eratosthenes, 
3, Die Unendlichkeit der Primzahlfolge, 4. Der Beweis nach Euklid, 5. Die Regel- 
losigkeit der Primzahlfolge, 6. Weitere Unendlichkeitsfragen). $ 2. Einige Maximum- 
aufgaben (1. Das Rechteck größten Inhalts bei festem Umfang, 2. Algebraische 
Deutung, Verallgemeinerungen, 3. Das Dreieck größten Inhalts in einem Kreis, 
4. Die Figur größten Inhalts bei festem Umfang, 5. Das Rechteck kleinsten Um- 
 fangs bei festem Inhalt). $ 3. Inkommensurabilität, Irrationalität, Transzendenz 
(1. Die Arithmetica universalis der Pythagoreer, 2. Der erste griechische Inkommen- 
surabilitätsbeweis, 3. Auslegung als Irrationalitätsaussage, 4. Der pythagoreische 
Beweis in arithmetischer Beleuchtung, 5. Pythagoreische Dreiecke, 6. Zur Trans- 
'zendenz von 7, 7. Die Möndchen des Hippokrates und Verwandtes). $ 4. Das Vier- 
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farbenproblem und der Eulersche Polyedersatz (1. Formulierung des Vierfarben: 
problems, 2. Präzisierung und Vereinfachung, 3. Der Eulersche Polyedersatzz 
4. Beweis des Eulerschen Satzes, 5. Beweis des Fünffarbensatzes, 6. Das Farben 
problem auf Flächen höheren Zusammenhangs, 7. Mit dem Vierfarbenproblem 
äquivalente Färbungsprobleme, 8. Arithmetische Wendung des Vierfarbenprobiemss 
9. Topologisch-reguläre Landkarten). Dazu ein Sach- und ein Namenverzeichniss 
An den mitgeteilten Gliederungen ist unmittelbar zu erkennen, mit welcher Sorgz 
falt jedes Thema durchdacht ist. Ebenso erkennbar ist der besondere Anteil, mii 
dem der Verf. sich in das Vierfarbenproblem vertieft hat. Das Büchlein ist hervor: 
gegangen aus Vorlesungen für Hörer aller Fakultäten im Rahmen eines Studium 
generale. Der Text ist hierauf abgestimmt, bis auf einige für mathematische Leser 
bestimmte Exkurse. Sie sind durch Kleindruck gekennzeichnet. ‚Unter den Mathe» 
matikern werden vor allem die künftigen, wie auch die bereits im Beruf stehender 
Lehrer aus dieser Sammlung... Anregung und Gewinn ziehen können. Sie finden 
darin Vorbilder, wie sie ihren Unterricht... ansprechend gestalten ... können“. 
Es wird nicht besser gesagt werden können, was diesem Büchlein zu wünschen ist; 
H. Scholz. 
Darmois, Georges: Röle du mathematicien dans la vie contemporaine. Ensei- 
gnement math., II. Ser. 1, 149—158 (1955). 
Kurepa, G.: Le röle des mathömatiques et du math6maticien ä l’6poque con- 
temporaine. Enseignement math., II. Ser. 1, 93—111 (1955). 
Ascoli, Guido: La {unzione della matematica e del matematico nella vita eon- 
temporanea. Enseignement math., II. Ser. 1, 179—187 (1955). 
Gleason, A. M.: The expanding role of mathematics. Enseignement math.,, 
1I. Ser. 1, 188—191 (1955). 
Dantzig, D. van: The function of mathematics in modern society and its con-- 
sequence for the teaching of mathematies. Enseignement math., II. Ser. 1, 159 — 1783 
(1.955). 
Kamke, E.: Die Rolle der Mathematik im heutigen Leben. Enseignement math,.,, 
II. Ser. 1, 112—134 (1955). 
Weinberger, Otto: Über die Anwendung der Mathematik auf Staatswissen-- 
schaften. Enseignement math., II. Ser. 1, 135—148 (1955): 


e Essig, Jean: Douze notre dix futur. Essai sur la num6ration duodseimale et! 
un systöme meötrique concordant. Paris: Dunod 1955. 167 p- 

Plaidoyer zur allgemeinen Einführung des Duodezimalsystems an Stelle des Dezimal-- 
systems, auch in Sprache und Schrift, mit vielen Einzelheiten. 

e Weyl, Hermann: Selecta. Herausgegeben zum 70. Geburtstag von Prof.. 
Dr. Hermann Weyl v.d. Eidgen. Techn. Hochschule Zürich u. v. Institute for Ad-- 
vanced Study in Princeton. Basel, Stuttgart: Birkhäuser Verlag 1955. 592 8., 
DM 48,90. 

Abdruck einer Auswahl von Arbeiten von H. Weyl, mit einigen Änderungen ı 
und Zusätzen. Am Ende ein Verzeichnis seiner gesamten Veröffentlichungen. Die: 
abgedruckten Abhandlungen sind: Über gewöhnliche Differentialgleichungen | 
mit Singularitäten und die zugehörigen Entwicklungen willkürlicher Funktionen 
[Math. Ann. 68, 220—269 (1910)]; Das asymptotische Verteilungsgesetz der’ 
Eigenschwingungen eines beliebig gestalteten elastischen Körpers [Rend. Cire. mat. 
Palermo 39, 1—50 (1915)] ; Über die Gleichverteilung von Zahlen mod. Eins [Math. 
Ann. 77, 313—352 (1916)] ; Über die Bestimmung einer geschlossenen konvexen 
Fläche durch ihr Linienelement [Vjschr. naturforsch. Ges. Zürich 61, 40—72 (1916)] ; 
Gravitation und Elektrizität [S.-Ber. Preuß. Akad. Wiss. 26, 465—480 (1918)] : 
Ausbreitung elektromagnetischer Wellen über einem ebenen Leiter [Ann. Physik 
60, 481—500 (1919)]; Über die neue Grundlagenkrise der Mathematik [Math. Z. 
10, 39—79 (1921)]; Zur Infinitesimalgeometrie: Einordnung der projektiven und 
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Er en Puljssung [Nachr. Ges. Wiss, Göttingen, math.-phys. Kl. 1921, 
l —112]); Theorie der Darstellung kontinuierlicher halb-einfacher Gruppen durch 
lineare Transformationen (Teil I, II, III und Nachtrag) [Math. Z. 23, 271—309; 
98376. 377—395 951. 94 Ten h s ; 
= 328 NS I 2 | Er (1925); 24, 787 = ‘91 (1926)] ; Integralgleichungen und 
astperio lische Fun tionen [Math. Ann. 97, 338—356 (1926)] ; Die Vollständigkeit 
der primitiven Darstellungen einer geschlossenen kontinuierlichen Gruppe (Mit 
F. Pete 3 [Math. Ann. 97, 137 —755 (1927)]; Über das Pick-Nevanlinnasche 
Interpolationsproblem und sein infinitesimales Analogon [Ann. of Math. II. Ser. 
36, 230—254 (1935); dies. Zbl. 11, 13); Spinors in n Dimensions (With 
R. Brauer) [Amer. J. Math. 57, 425—449 (1935) ; dies. Zbl. 11, 244] ; The Method of 
Orthogonal Projection in Potential Theory [Duke math. J. 7, 411—444 (1940); 
dies. Zbl. 26, 20]; On the Differential Equations of the Simplest Boundary-Layer 
Problems [Ann. of Math., II. Ser. 43, 381—407 (1942)[; On Hodge’s Theory of Har- 
monic Integrals [Ann. of Math,, II. Ser. 44, 1—6 (1943)] ; Fundamental Domains for 
Lattice Groups in Division Algebras (Part I and II) [Festschrift für Andreas 
Speiser 218—232 (Zürich 1945); Commentarii math. Helvet. 17, 283—306 (1944/45)] ; 
Elementary Algebraie Treatment of the Quantum Mechanical Symmetry Problem. 
[Canadian J. Math. 1, 57—68 (1949); dies. Zbl. 40, 7]; Die natürlichen Randwert- 
aufgaben im Außenraum für Strahlungsfelder beliebiger Dimension und beliebigen 
Ranges [Math. Z. 56, 105—119 (1952), dies. Zbl. 48, 210]. H. Freudenthal. 

e Alekseeva, V. P. (zusammengestellt von): Mathematik und Mechanik in den 
Ausgaben der Akademie der Wissenschaften der UdSSR. Bibliographie, Bd. 2: 
1936—1947. Unter Redaktion von V.I. Smirnov. Moskau-Leningrad: Verlag der 
Akademie der Wissenschaften der UdSSR 1955. 515 S. R. 17,35 [Russisch]. 

Das Buch ist als Fortsetzung der 1936 von der Bibliothek der Akademie der Wissenschaften 
der UdSSR herausgegebenen Bibliographie „Die Mathematik in den Ausgaben der Akademie der 
Wissenschaften in den Jahren 1728—1935“ anzusehen. Fin dritter Band, der die Jahre 1948— 
1952 umfassen und den Anschluß an des ‚Referativnyj Zurnal“ herstellen soll, wird geplant. — 
Der Hauptteil des Bandes (S. 11—395) bringt, nach Erscheinungsjahren gegliedert und innerhalb 
der Jahrgänge alphabetisch nach Verfassern geordnet, die von der Akademie der Wissenschaften 
der UdSSR (einschließlich ihrer Institute und ihrer Filialen in den einzelnen Sowjetrepubliken) 
herausgegebenen Veröffentlichungen zur Mathematik und Mechanik — insgesamt 4530 Nummern. 
Da eine Anzahl der wichtigsten Zeitschriften von der Akademie herausgegeben wird, ergibt 
sich ein eindrucksvolles Bild der sowjetischen Mathematik und Mechanik. — Für die Zusammen- 
stellung der Bibliographie wurden die Veröffentlichungen der Akademie Seite für Seite durch- 
gesehen. Schwierigkeiten ergaben sich bei der Abgrenzung des Stoffes in Richtung der Anwen- 
dungen; für die Mechanik sind die Grenzen ziemlich weit gezogen. — Jede Nummer des Haupt- 
teils bringt Verfasser, vollständigen Titel und Stelle der Veröffentlichung der Arbeit; daneben, wo 
_ notwendig, kurze-Angaben wie Resume eines Vortrages, Literaturbericht usw., und Querver- 
weise zwischen eng miteinander zusammenhängenden Arbeiten. Rezensionen und Referate 
werden am Schluß jedes Jahrgangs gesondert angeführt. Daß Bücher und Monographien aus 
der Fülle der Arbeiten nicht hervorgehoben werden, mag man als einen kleinen Mangel empfinden. 
— Alles, was die Geschichte der Mathematik und Mechanik in weitestem Sinne betrifft, wurde 
aus dem Hauptteil herausgelassen und in einen Anhang (S. 399—476) zusammengefaßt. Hier 
findet man neben historischem und biographischem Material auch Titel, die sich mit dem befassen, 
was man die „‚Verwaltung‘ der Mathematik und Mechanik in der UdSSR nennen könnte: Preis- 
verleihungen, Tagungen, Maßnahmen der Behörden usw. Dieser Abschnitt ist systematisch 
geordnet, er enthält 624 Titel. — Es folgen:" ein ausführliches Namenverzeichnis (S. 472—497), 
ein systematisches Verzeichnis (S. 498—505), dessen Einteilung man sich an manchen Stellen 
etwas feiner gewünscht hätte, und ein Verzeichnis der bearbeiteten Literatur mit Angabe der 
Abkürzungen (8. 506—513). — Eine gründliche und sehr brauchbare bibliographische Arbeit. 


E. Pannwitz. 
Geschichte. 


e Dantzig, Tobias: The bequest of the greeks. (Mathematies in Retrospeect.) 
London: George Allen and Unwin, Ltd. 1955. 191 p. 18 s. net. 

Verf. wendet sich mit diesem ausgezeichnet ausgestatteten Werk an Liebhaber 
der Mathematik mit kulturhistorischen Interessen. Im I. Teil gibt er einen spritzig 
geschriebenen allgemeinen Überblick über das, was ihm an der hellenischen Mathe- 
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matik als wesentlich erscheint. Im II. mehr fachlichen Teil geht er auf einzelne 
Fragen näher ein: der Pythagoreische Lehrsatz, Pythagoreische Dreiecke, Mönd- 
chen des Hippokrates, Quadratrix des Hippias, Wechselwegnahme bei Euklid, An- 
näherungen für V3 in der Archimedischen Kreisrechnung, die Heronische Formel 
und Heronische Dreiecke, Sehnenrechnung des Hipparch. Verf. kennt die neueren 
einschlägigen Fachschriften nicht hinreichend genau. Was er vorbringt, sind hübsche 
elementare Überlegungen, zu denen ein moderner Mathematiker bei kursorischer 
Lektüre über antike Mathematik angeregt wird. J. E. Hofmann. 

e Zürcher, Josef: Aristoteles’ Werk und Geist. Paderborn: Ferdinand 
Schöningh 1952. 435 S., 3 Tafeln. 

Nach des Verf. Ansicht sind die wenigsten der heute als aristotelisch bezeich- 
neten Schriften Originale; fast alles sei nur in der sinnentstellenden und umgestal- 
tenden Redaktion des Theophrast erhalten. Dies lasse sich durch Vergleich mit 
Stil, Rhythmus, Wortschatz und Grammatik echt Theophrastischer Schriften fest- 
stellen. Theophrast habe die Vorlage an vielen Stellen mißverstanden; daraus er- 
kläre sich auch das Widersprüchliche der heutigen Texte. — Fachkenner aus allen 
Lagern bezeichnen Zürchers These als unhaltbar; sie sei durch eigenwillige und un- 
richtige Auslegungen und entstellende Darstellung längst gesicherter Forschungs- 
ergebnisse zustande gekommen. Für Kap. IV, worin Verf. zu erweisen versucht, daß 
die heute als aristotelisch bezeichneten Texte von Euklid abhängen, hat S. Heller 
(s. d. nachfolgende Referat) die Unrichtigkeit der Zürcherschen Ausführungen dar- 
getan. J. E. Hofmann. 

Heller, Siegfried: Kritische Bemerkungen zu dem 4. Kapitel des Buches von 
Josef Zürcher „Aristoteles’ Werk und Geist“. Centaurus 4, 34—50 (1955). 

Verf. widerlegt den Versuch Zürchers (s. vorstehendes Referat), die heute 
überkommene Fassung der Aristotelischen Texte, die sich auf Mathematisches be- 
ziehen, als nacheuklidisch zu erweisen, wie folgt: Zürcher zieht als Gewährsleute 
Heiberg (Mathem. zu Aristoteles: Abh. Gesch. Math. Wiss. 18, 1904) und Vogt 
(Entdeckungsgesch. des Irrationalen ...; Bibl. math., III. Ser. 10, 1910) an, hat 
jedoch beider Aussagen durch Mißverstehen und gewaltsame Interpretation in ihr 
Gegenteil verkehrt. Die sachliche Übereinstimmung zwischen Euklid und Aristoteles 
beruht in Wirklichkeit auf der Abhängigkeit von gemeinsamen Vorlagen (Leon, 
Theudios). J. E. Hofmann. 

e Hinz, W.: Islamische Maße und Gewichte. (Handbuch der Orientalistik, 
Ergänzungsbd. 1, Heft 1.) Leiden: Brill 1955. 66 S. 12,— Gld. 

Das Verständnis angewandter Aufgaben der islamischen Mathematik wird häufig 
durch das komplizierte Maßsystem erschwert. Eine übersichtliche Zusammenstellung 
der islamischen Maße und Gewichte mit Umrechnung in das metrische System fehlte 
bisher. Der Verf. hat sich dankenswerterweise nicht gescheut, in dieses dornige Ge- 
biet einzudringen, und ein Handbuch geschaffen, das sich im praktischen Gebrauch 
als unentbehrlich erweist. — Daß bei diesem ersten Versuch noch einige Wünsche 
offen bleiben, kann den nicht verwundern, der sich einmal in den höchst widerspruchs- 
vollen Quellen zurechtzufinden versucht hat. Dies gilt weniger für die Gewichte, für 
die zahlreiche, teilweise bis auf Bruchteile eines Milligramm übereinstimmende Eich- 
normale vorliegen und auch viele Vergleichsangaben von reisenden Kaufleuten 
überliefert sind. — Schier undurchdringlich ist das Dickicht bei den Längenmaßen. 
Hier sind nur wenige zuverlässige Normalien bekannt. Verf. sucht alles auf die Elle 
des Nilmessers in Kairo zu 540,4 4 Imm zurückzuführen, die man mit der von den 
Abbassiden eingeführten „schwarzen Elle“ gleichzusetzen pflegt. Das mag für 
Agypten und zeitweise auch für Bagdad zutreffen, ist aber gerade zur Zeit des an- 
geblichen Erfinders dieser Elle, des Kalifen al-Ma’mün, sicher nicht richtig; denn die 
Berichte über die unter seiner Regierung durchgeführte Gradmessung zeigen über- 
einstimmend, daß die schwarze Elle damals gleich der kanonischen ‚Meßelle‘‘ mit 
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24 Fingerbreiten zu je 6 Gerstenkörnern war. — Irreführend wirkt auch die Angabe 
der Meßelle bzw. der ägyptischen „Handelle“ bis auf Tausendstel Millimeter, da 
diese Zahl nur auf Umwegen aus der Nilmesser-Elle folgt, wobei die Werte je nach 
den verschiedenen überlieferten Berechnungsmethoden um mindestens 5 mm dif- 
ferieren. - Sicher ist, daß Handelle und ‚Königselle“ sich wie 3:4 verhielten. 
Selbst in Ägypten aber, für das die meisten Belege zur Verfügung stehen, müssen 
verschiedene Normallängen angenommen werden: Mehrere gut bezeugte Tuchellen 
liefern zusammen mit einigen Berechnungsformeln die Handelle zu 499 mm und die 
Königselle zu 665 mm, während ein von Napoleons Expedition gefundenes Normal 
der Rute (qasaba —= näb; bäb ist Lesefehler) ebenso wie die heutige ägyptische Rute 
und die häufige Angabe, daß die schwarze Elle 27 kanonische Fingerbreiten umfaßt, 
auf die Werte 481 und 641 mm für die erwähnten Ellen führt. Letztere dürften auch 
für Badgad seit dem 10. Jahrhundert gelten. Vielleicht lassen sich einige der ge- 
schilderten Diskrepanzen aus Harmonisierungsversuchen zwischen der altägypti- 
schen, der altpersischen und der altbabylonischen Elle erklären, wie ja auch sonst 
im Kalifenreich die Überlieferungen der alten Kulturen mehr oder weniger organisch 
verschmolzen wurden. H. Hermelink. 

Tenca, Luigi: Antonio Nardi matematico aretino. Ist. Lombardo Sci. Lett., 
Rend., Cl. Sci. mat. natur. 88 (III. Ser. 19), 491—506 (1955). 

Nardi ist gleich Torricelli und Magiotti, mit denen er eng befreundet war, 
Schüler von Castelli und Bewunderer Galileis, mit dem er korrespondiert. Er 
ist im letzten Viertel des 16. Jh. geboren und um 1648 gestorben. Sein Nachlaß 
(etwa 1400 Blatt) in Florenz umfaßt Philosophisches, Theologisches, Mathemati- 
sches, Physikalisches, Naturwissenschaftliches, Astronomisches und Politisches. 
Verf. gibt einen allgemeinen Überblick über die Mathematica (Euklid, Apollonios, 
Archimedes, Diophant, höhere Kurven, Extrema) und fügt kennzeichnende 
Textproben bei. J. E. Hofmann. 

Cassina, Ugo: Storia ed analisi del „„Formulario completo‘ di Peano. Boll. Un. 
mat. Ital., III. Ser. 10, 244—265 (1955). 

Das Formulario matematico ist die Hauptschöpfung Peanos. Es ist in dem 
Zeitraum zwischen 1892 und 1908 in fünf Ausgaben herausgekommen, ein Mark- 
stein in der Geschichte der formalisierten Logik und Mathematik. Die vorliegende 
Studie ist ein sehr genauer Führer durch die ersten Ausgaben: eine Leistung, die 
es verdient, daß sie von denen, die es angeht, zur Kenntnis genommen wird. 

H. Scholz. 

Cassina, Ugo: Storia ed analisi del „„Formulario completo“ di Peano. II. IH. 
Boll. Un. mat. Ital., III. Ser. 10, 544—574 (1955). 

Fortsetzung und Schluß des sehr ausführlichen und genauen Peano-Berichtes 
(s. vorsteh. Besprechung), im Anschluß an die fünfte und letzte Ausgabe des 
„Formulario“, in zwei Teilen: 1905 und 1908. Das Ganze ist ein hochwertiger Bei- 
trag zur Frühgeschichte der symbolisierten Mathematik. — Man erlaube mir, daß 
ich bei dieser Gelegenheit sage, daß die sogenannten Peano-Axiome der Arithmetik 
(Arithmetices prineipia, nova methodo exposita, Turin 1889) ihrem Gehalt nach 
von Dedekind stammen (,‚Was sind und was sollen die Zahlen **). Peano hat die 
Dedekindschen Axiome so umgeformt, daß sie für den Mathematiker wesentlich 
handlicher sind. Dieses Verdienst soll nicht überschattet werden. Im übrigen hat 
Peano selbst die grundlegende Vorarbeit von Dedekind anerkannt. Andererseits 
ist ihm ein Hauptpunkt entgangen: die Bedeutung des Dedekindschen Beweises 
für die Zulässigkeit der Definitionen durch Induktion (Nr. 126). H. Scholz. 

Popken, J.: Un apergu historique sur les nombres transcendants. Bull. Soc. 
math. Belgique 7, 71—82 (1955). 

Eine kurze, aber das Wesentliche umfassende Skizze der Arbeiten zum Problem 
der transzendenten Zahlen unter besonderer Hervorhebung der markantesten Punkte 
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(Lambert, Liouville, Hermite, Lindemann, Siegel, Gelfond-Schneider). 
Den Abschluß bilden ein Hinweis auf den fragmentären Charakter unserer Kennt- 
nisse über die transzendenten Zahlen und auf Desiderata [arithmetischer Charakter 
von Z'(1/3), e‘, a" u.a.] und eine umfangreiche Literaturangabe insbesondere der 
letzten Jahre. [Ref. möchte meinen, daß Lindemanns Arbeiten über z und Ua e® 
gegenüber Hermite einen integrierenden Fortschritt bedeuten und die Beiträge 
von Weierstraß, Hilbert, Gordan, H. Weber u.a. erst ermöglicht haben. Im 
Briefe vom 4. Juli 1882 schrieb Hermite an Lindemann: ... Jamais je n’aurais 
eu la hardiesse de l’aborder (i. e. la grande et difficile question de la transcendance du 
rapport de la circonference au diametre), tout elle me semblait demander de travail 
et efforts; ... je suis extr&mement heureux que mes recherches aient donn& gräce & 
votre talent des consequences aux quelles je n’avais jamais songe....] O. Volk. 


e Schwerte, H. und W. Spengler (herausgegeb. von): Forscher und Wissen- 
schaftler im heutigen Europa. (Gestalter unserer Zeit, Band 3.) Oldenburg: Gerhard 
Stalling Verlag 1955. 3798. 32 Abb. DM 16,80. 

Dieses für einen breiteren Leserkreis bestimmte Sammelwerk mit Beiträgen füh- 
render Fachkenner vermittelt einen lebendigen Einblick vom Wesen der exakten 
Forschung im 20. Jh. und von den Hauptinitiatoren der modernen Richtung. Inhalt: 
Physik, Chemie, Erforschung des Weltalls, Erforschung der Erde, Mathematik. 
Darin: Fr. W. Levi: D. Hilbert; P. Lorenzen: L.E. J. Brouwer:; H.Freu- | 
denthal: H. Weyl; G. Koethe: N. Bourbaki. J. E. Hofmann. 


Schoenberg, Erich und Alfons Perlick (mitgeteilt von): Unbekannte Briefe von 
C. F. Gauß und Fr. W. Bessel. Abh. Bayer. Akad. Wiss., math.-naturw. Kl., 
n. F. Heft 71, 588. Mit einem Faksimile. (1955). 

E. Schoenberg veröffentlicht neun Briefe, die Gauß in den Jahren 1835 bis 
1848 an den Direktor der Breslauer Universitätssternwarte, Hauptmann P.H.L. 
von Boguslawski geschrieben hat; sie sind auf der Breslauer Sternwarte verwahrt 
und von dem Herausgeber 1945 mit nach München gerettet worden. Ihr Inhalt be- 
trifft im wesentlichen die erfolgreiche Durchführung von erdmagnetischen Beob- 
achtungen und ist vorwiegend didaktischen Charakters. „Sie haben deshalb für die 
Geschichte dieser Wissenschaft ein gewisses Interesse; denn sie zeigen uns Gauß 
in seiner geduldigen und lehrhaften Tätigkeit bei der Organisation eines die Welt 
umspannenden Beobachtungsnetzes magnetischer Stationen. Eine liebenswürdige 
Eigenschaft des Charakters des großen Gelehrten im Verkehr mit weniger überra- 
genden Mitarbeitern ist für diese Briefe kennzeichnend.“ Im letzten Brief vom 
6. 1. 1848 zeigt sich Gauß als Kenner der russischen Sprache und trotz seinem hohen 
Alter und trotz der Kälte von — 8° als erfolgreicher Beobachter des Kleinen Planeten 
Nr. 8 Flora; ‚man muß die Schärfe der Beobachtung eines so schwachen Objekts 
an dem unvollkommenen Durchgangs-Instrument bei einem ?1jährigen bewundern‘, 
Die von A. Perlick mitgeteilten Briefe Fr. W. Bessels aus seiner Königsberger 
Zeit befinden sich in der Handschriftenabteilung der Dortmunder Stadt- und Landes- 
bibliothek. Es sind elf Briefe mit fachwissenschaftlichem Inhalt, darunter je ein 
Brief an B. A. von Lindenau (Herausgabe der Fundamenta Astronomiae und Auf- 
findung von Fehlerquellen bei Berechnung der Örter von Hauptsternen), Joseph 
von Utzschneider (Heliometer) und A. von Humboldt (Dunkle Weltkörper I), 
und zehn weitere Briefe privaten Charakters. Ferner ist ein Brief der Witwe Bessels 
vom 18.9.1848 an H.Chr. Schumacher mit einer Nachschrift des letzteren 
(Herausgabe des Briefwechsels Gauß-Bessel durch den Schwiegersohn Erman und 
Nachfolge Bessels) angefügt. Endlich wird über die in Dortmund sich befindenden 
Manuskripte Bessels berichtet. O. Volk. 


e Kol'man, E.: Bernhard Bolzano. Moskau: Verlag der Akademie der Wissen- 
schaften der UdSSR 1955. 224 S., R. 9,— [Russisch]. 
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Auf die Quellen zurückgehende Biographie Bolzanos. Nach Schilderung seiner 
Herkunft, Umgebung und Ausbildung wird vor allem das mathematische Werk 
Bolzanos in leicht verständlicher Weise dargestellt und erläutert, manchmal auch 
kritisch beleuchtet. Ein ehrenvoller Platz wird auch dem Denker und dem mit der 
Gesellschaft seiner Zeit ringenden Menschen gewidmet. Die ausführlichen bibliogra- 
'phisechen Angaben enthalten eine interessante Liste mathematischer Bücher aus 
Bolzanos Privatbibliothek. Das Buch enthält einige Auszüge aus seinen Schriften 
und ist mit mehreren Porträts und anderen Bildern ausgestattet. D. Tamari. 

e Broda, Engelbert: Ludwig Boltzmann; Mensch, Physiker, Philosoph. Wien: 
Franz Deuticke 1955. VIII, 162 S. DM 9,50. 
/ In this short biography the author sketches a charming portrait of Ludwig 
' Boltzmann’s personality and gives a concise clear account of his activities in physies 
and philosophy. I imagine that Boltzmann’s great achievements could have been 
shown in still sharper relief by critically illuminating in the light of the later deve- 
lopment not only their strong points, but also the weak ones. The non-physieist will 
not be aware e.g. of the diffieulties of the fundamental statistical assumptions 
(like „molecular chaos“ or „Stoßzahlansatz‘‘) which even today 50 years after 
Boltzmann’s death, in their modern versions have not yet entirely satisfactorily 
been cleared up. A critical evaluation of Boltzmann’s philosophical attitude would 
from its very nature be much more hazardous and subjective. Nevertheless a bit 
more differentiation in light and shade cast from a distance of 50 years might had 
brought out wh’ch of Boltzmann’s philosophical viewpoints are not merely of 
historical interest, but also of vital current importance for present day physiecists 
and philosophers. The reader is left in complete uncertainty as to a possible in- 
fluence of these viewpoints on later generations, although one might wonder whether 
some traces could not be found in particular in the „Wiener Kreis“. But these 
considerations do not diminish our enjoyment over this little book about this great 


representative of classical physies and his profound and open ideas. 
H. J. Groenewold. 


Grundlagenfragen. Philosophie. Logik. 


o Weyl, Hermann: Symmetrie. (Sammlung ‚Wissenschaft und Kultur“ 
Bd. 11). Aus dem Englischen übersetzt von Lulu Bechtolsheim. Basel und Stuttgart: 
Birkhäuser Verlag 1955. 157 S. 72 Fig. Gln Fr. 17,70 (DM 17,70). 

Besprechung der englischen Originalausgabe siehe dies. Zbl. 46, 4. 

Beth, Evert Willem: Die Stellung der Logik im Gebäude der heutigen Wissen- 
schaft. Studium generale 8, 425—431 (1955) 

Eine für einen größeren Leserkreis bestimmte, dem gegenwärtigen Stande der 
Forschung entsprechende, wohldurchdachte Diskussion der Beziehungen der Logik 
zur Mathematik und den nicht-mathematischen Wissenschaften, mit der Schwer- 
punktbildung in der Mathematik. Die Logik wird definiert als eine möglichst ein- 
wandfreie und vollständige Theorie des verbindlichen Schließens. Besonders 
hervorzuheben die Einführung in die Methode der Unabhängigkeitsbeweise. Aus dem 
Gödel-Henkinschen Vollständigkeitstheorem für den PK, ergibt sich auf Grund des 
für diesen Kalkül beweisbaren Deduktionstheorems, mit der stets zulässigen Beschrän- 
kung auf abgeschlossene PK,-Ausdrücke, daß ein solcher Ausdruck H aus einer 
(endlichen oder unendlichen) Menge M von solchen Ausdrücken syntaktisch ableitbar 
ist genau dann, wenn jedes Modell von M ein Modell von H ist, also unableitbar genau 
_ dann, wenn es eine Belegung der PK,-Ausdrücke gibt, die M erfüllt, aber nicht H ö 
Als Beispiel dient die Interpretation von ,„qa > b“ durch ‚‚a ist ein echter Teiler 

von b*. Sie liefert für „VaHb(b> a)“ die Unabhängigkeit von 
„Vabea>bA\b>c>a>o“ und „Vaba>b>mb>a). 
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Der Leser erfährt, daß entsprechende Unabhängigkeitsfragen auch für Begrifte for- 
muliert und entschieden werden können. Sehr schön die Bemerkungen über die 
Funktionen von Anschauung zu Konvention in den Bereichen der Logik und Mathe- 
matik. H. Scholz. 


Skolem, Th.: A eritical remark on foundational research. Norske Vid. Selsk. 
Forhdl. 28, 100—105 (1955). 

Die Kritik des Verf. richtet sich (1) gegen die immer noch die Normalform be- 
herrschenden mathematischen Arbeiten, die Gebrauch machen von mengentheoreti- 
schen Begriffen und Theoremen, ohne zu sagen, in welchem Sinn das Wort ‚„Mengen- 
lehre“‘ zu verstehen ist. Sie richtet sich (2) insbesondere dagegen, daß in diesen Ar- 
beiten so wenig gesagt wird zur Interpretation von Ausdrücken, die Quantifikatoren 
enthalten. Der Verf. fordert stattdessen einen Aufbau der Mathematik, der von der 
klassischen Mengenlehre im Cantorschen Sinn überhaupt keinen Gebrauch macht, 
mit einer Finitisierung der Mathematik im Sinn von Kronecker und Poincare. 


H. Scholz. 


e Lorenzen, Paul: Einführung in die operative Logik und Mathematik. (Die 
Grundlehren der math. Wissenschaften in Einzeldarstellungen mit besonderer Be- 
rücksichtigung der Anwendungsgebiete Bd. 78.) Berlin, Göttingen, Heidelberg: 
Springer-Verlag 1955. VII, 2988. mit 1 Abb. DM 38,40, Ganzln. DM 42,—. 

Der Verf. versucht ‚‚eine neue Begründung der fundamentalen Teile der Mathematik“ zu 
geben. Als Gegenstände . der operativen Mathematik kommen jedenfalls beliebige Kalküle in 
Betracht. Ein Kalkül ist bestimmt durch die Angabe 1. endlich vieler Atomfiguren (z.B. +, 0,|), 
2. endlich vieler Anfänge: — A,... (.B.— +0, —a|) und 3. endlich vieler Grundregeln 
der Form B,, B, 2% B,, —B, (z.B. + a, a,l >a,a,0). Darin sind aufzufassen: das 
Komma (,) als inhaltliches „und“, der Pfeil als Aufforderung „schreibe hin!“ (‚mache !“), die a, 
als K nicht zugehörige metakalkülmäßige Variable für Figuren (Aussagen) von K, das sind 
endliche Zusammensetzungen (mit Wiederholung) von Atomfiguren, und die A,2, [auch 
A; (a, b) ete.] als Mitteilungsvariable für Ausdrücke, die aus den a, und Atomen zusammengesetzt 
sind. Die A, in den Anfängen können ohne Bedingung, das Hinterglied einer Regel nur, wenn alle 
Vorderglieder gemacht („abgeleitet“) sind, hingeschrieben werden. „A ist ableitbar n K‘* 
(+ A) kann bewiesen werden, indem man in K eine „Ableitung‘‘ von 4 vorführt. Symbolisiert . 
wird eine solche Ableitung durch ein Schema, in dessen aufeinander folgenden numerierten 
Zeilen die Übergänge von jeweils schon abgeleiteten Figuren zu neuen Figuren gemäß den 
Regeln angegeben werden, und dessen letzte Zeile die Figur A aufweist. [Weder der Kalkülbe- 
griff noch der Ableitungsbegriff werden allgemein (etwa mit Hilfe der Zahlentheorie) charak- 
terisiert, sondern prinzipiell durch Beispiele erläutert.] Die Gesamtheit der ableitbaren Figuren 
aus K bezeichnen wir hier mit @. H- A ist zu widerlegen durch Beweis der gestaltlichen Un- 


gleichheit von A von allen Figuren aus 7. Eine Regel R, die = nicht erweitert, heißt zulässig 


bez. K; symbolisch H—- R, bzw. hier gelegentlich = I: - N wird widerlegt durch Angabe eines 
A,sodaß X +- A und 7 4. Die Beweismöglichkeiten für Zulässigkeiten von Regeln werden durch 
„protologische Prinzipien‘ gegeben, zu deren Rechtfertigung an die Einsicht appelliert wird: 
1. Deduktionsprinzip: Wenn A Y B dann - A— B. (Erläuterungen über den Gebrauch 


von Variablen fehlen S. 26). 2. Unableitbarkeitsprinzip: Wenn leg A dann m 4-— B. 3. Ins 
duktionsprinzip: Sei BE eine Figur aus X und a; eine Variable für Figuren aus - dann: Wenn 
= E[A)..s BB] B[B].. 2 [B4.| — B[B,], dannt- E [a,] oderauch— a,—Efa,]. 
(Sei z.B. A: +0O,und &:|O.-|, dann ist #[4]:|Oo + Ol.) Späterhin soll der Bereich der 
„Eigenschaften“ EP, bez. derer induziert wird, aus weiteren Kalkülen entnommen werden, wobei 
dann die resultierende Zulässigkeit für den neuen Kalkül zu formulieren ist. 4. Inversionsprin- 
zip: Es komme eine Belegung von A (a, b) aus den Hintergliedern nur der Regeln (z. B.) A, (a, b) 
— Al(a,b), A,(ab)— 4?(a,b) nach eventuellen Belegungen der a, b zustande, und B ent- 
halte a und b nicht frei, dann: A, (a, b) B, A, (a,b) a B = A(a,b) — B. (Im einfachsten 


Fall, daß etwa D nur durch die Regel C — D zustande kommt, ergibt sich D—(, da in 
einer Ableitung von D, € stets vorher abgeleitet sein muß.) Einer Anwendung des Unableitbar- 
keitsprinzips und des Inversionsprinzips muß ein gestaltlicher Vergleich gewisser Figuren mit 
anderen Figuren von K vorangehen, wegen der Prämisse >=— A im Unableitbarkeitsprinzip und 
der im „nur“ enthaltenen Prämisse des Inversionsprinzips. 5. Gleichheitsprinzip: (s. u.) — 
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Die Logik wird subsumiert in einer Theorie der allgemein zulässigen Regeln, d. h. solcher Regeln, 
die in jedem Kalkül zulässig sind. Zunächst ($ 6) erfolgt die Begründung der Konsequenzlogik 
in zwei Schritten: 1. Es werden einzelne Regeln geprüft, ob sie allgemein zulässig sind z. B. 
A — 4, oder eine ’ „Metaregel“: A, > A,; A, > A, > A, — 4, welche besagt, daß, wenn 
— 41 >4; und -A,— 4, dann — A,— 4;,. Dabei werden Induktionen über beliebige 
Ableitungen von beliebigen Kalkülen benützt. 2. Die so gefundenen allgemein zulässigen Regeln 
bzw. Metaregeln führen (heuristisch) zur Aufstellung eines Konsequenzkalküls L (8. 47) worin 
u. a. „—“ und „|“ reinen Figurencharakter haben, und der die allgemein zulässigen Regeln der 
Konsequenzlogik erzeugt. Dies ist ein der Postulatenmethode entsprechender Schritt, der aber 
vom Verf. als solcher nicht diskutiert wird. Es müßte für die angestrebte Begründung ein In- 
duktionsbeweis der Art, daß die Anfänge von Z bei Interpretation als Regeln für einen beliebigen 
Kalkül allgemein zulässig sind und daß sich diese Eigenschaft von den Vordergliedern der Regeln 
von L auf die Hinterglieder vererbt, geführt werden. Wenn wenigstens an diesem Beispiel alle 
den Beschreibungen des Kalkülbegriffes entsprechenden Angaben für Z gemacht worden wären — 
man hätte wohl mit Atomen: —, |, (‚,), und Aussagensymbolen J ,J's,..... (syntaktisch gewünschte) 
Pfeilfiguren in einem Kalkül X, zu erzeugen und dann, evtl. mit dem Atom „allgemein zulässig“ und 


(Objekt-)Variablen (für die Figuren aus = ) L aufzustellen — dann wäre die Notwendigkeit eines 
solchen Rechtfertigungsbeweises auch offenbar geworden. Man beachte, daß eine Regel von L,z.B. 
>41... Am >41 prinzipiell eine bedeutungsfreie Figur erzeugt. Nimmt man die A, als (Objekt-) 
Variable, dann würde Z kein neues Atom enthalten, dann ist Z überflüssig, denn die z. B. durch 
obige Regel erzeugte Figur wäre schon in X, ableitbar. U. a. wird für Z ein Deduktionstheorem: 


A}, Er A), H-AdannH- A}, ee 4 — A bewiesen, wobei eine Induktion bez. der Eigenschaft 


„ableitbar in L“ verwendet wird, die bei schärferer Ausnützung der Prämisse des Theorems ver- 
meidbar wäre. Solche Induktionen werden vom Verf. nicht mit dem Induktionsprinzip gerecht- 
fertigt; wollte man dies versuchen, hätte man z. B. einen neuen Kalkül, der Figuren der Art 
Ara A“ erzeugt, aufzustellen, wobei neue Induktionen zur Rechtfertigung dieses Kalküls er- 


forderlich würden, usw. — Die Verwendung von Konjunktionen und Disjunktionen für Aussagen 
eines Kalküls wird wie folgt begründet: Mannehme /\ und \ als neue Atome zu K hinzu, 
sowie ferner die Regeln: 1, >, A du, 4—4 V dy dg—>d, V a, wobei die a; Aussagen- 
variable für den so erweiterten Kalkül sind. Als notwendige Folge ergeben sich gemäß Inversions- 
prinzip: 1A >00 HAR>O; A > Ag dg> A ">a, Vag—>0d;. Bei dieser Erwei- 
terung bleibt = ungeändert. Bez. der Aufstellung des positiven Aussagenkalküls durch Erweite- 
rung von L vermöge /\ und \ sind dieselben Unzulänglichkeiten wie bei der Aufstellung von L 
festzustellen. Sehr belastend wirkt hier ($ 7) wie im folgenden die mit den Betrachtungen zur 
Logik durch Umdeutung verquickte Behandlung der Verbandstheorie. — Vor der Begründung 
der Quantorenlogik ist der Kalkülbegriff zu erweitern. Zuerst wird S. 38 von „endlich vielen 
Atomfiguren a, b,... als Aussagenvariablen‘“ gesprochen. Auf S. 14, wurden diese a,b,... im 
Sinne unserer a, b gebraucht, — man könnte sonst in einem Kalkül: (z.B.) > +,a>a+ 
außer + nichts ableiten, da die Figur a nicht erzeugbar ist. Faktisch spielen diese vom Verf. 
betrachteten a, b,... nachher in einem neuen Kalkül K die Rolle von festen Prädikatzeichen 
zuzüglich einer stillschweigenden Erweiterung durch die entsprechende Schreibweise mit Klam- 
mern und der richtigen Anzahl von Leerstellen. Die Argumente werden aus F eines vorher ge- 


Ko 
gebenen Kalküls K, genommen und heißen bez. K Objekte; es werden auf sie bezügliche Objekt- 
variable eingeführt, welche der Verf. als neue Atome &, %,....- (mit endlich vielen kommt man 
nicht aus) — von K ansieht. Sie müssen aber wohl aus analogen Gründen wie oben metakalkül- 
mäßig aufgefaßt werden; wir verwenden daher hier Yıg » ap, „, wobei gelegentlich der Hin- 
weis auf den Bezugskalkül unterbleiben wird. Bei der Bindung von Variablen — sei es der 4, 
oder der r, — praktisch kommen nur letztere in Betracht — ist S. 25 zu beachten, daß eine solche 
unter dem Hauptpfeil einer Regel — etwa O (r) = + (£) — unwesentlich ist; auf S. 39 oben ist 


mit der Angabe R nichts anderes als die Bindung unter dem Hauptpfeil einer Regel gemeint. 


2) en 
Zu erklären ist nun, wie aus S. 53 ersichtlich, eine Bindung für Ausdrücke A (x) — etwa 4 (£) — 
(zu welcher Schreibweise der Verf. von A übergeht), aber im Zusammenhang mit anderen logi- 
LE 6 % 
schen Partikeln. Wohl wird außerhalb der Einführung des Allquantors die Deutung „für alle y‘* 


gebraucht, aber an den entscheidenden Stellen keine Deutung gegeben. Da auch der Intention 
nach keine Axiome aufgestellt werden, scheitert der Versuch des Verf. zu „beweisen‘“, daß 


1. Wenn # 4, —4A(k), — r nicht frei in A, — dann aA; En (g) und 2. es (r) >A(X) (X Mit- 
teilungsvariable für Figuren aus = ). 8. 53 ist der Übergang von A, > A(g) zu zul; n: Alt) — 


übrigens auch ohne Variablenbedingung für A, — klar, weil die Bindung hier unwesentlich ist, 
und daher im folgenden unterbleibe. Bei dem nun versuchten Beweis von Ay; A > A(f) + . (2) 
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: : h 5 re else a 
_—_ A, jetzt mit Variablenbedingung — spricht Verf. (fast wörtlich zitiert) von „einer g 
der a A (x), die folgendermaßen aussieht: In der m-ten Zeile einer Ableitung komme A(X) 


re 5 UM Ben 3 2 i Heiz: 400) 
. Hier läßt sich die Zeile m ersetzen durch: m-te Zeile A,, gemäß A,; (m + 1)-te Zeile: ) 
Te AG)“ (Hätten wir die Bindung 4, eL A(t) mit Verf. behalten, dann wäre die 


Anwendung“ von A (rg) auf die von 4, > 4A (t) zurückgeführt worden, was offenbar zirkelhaft 
„ r R 


ist.) — Bewiesen wurde hier also höchstens Ay; Ad > A(g) + A(v), d. h. eine Trivialität. Später 
wird noch per Def. Az A (x) für A (x) gesetzt. Der Existenzquantor Vr wird als neues Atom zu K 
, E 


mit der einzigen Regel A(x) > Vr A(r) — nach dem gleichen Verfahren wie bei der Einführung 
von / und \ — hinzugefügt, wozu noch die Festsetzung, daß in Vz A(t) gebunden vorkomme, 
tritt. Das Inversionsprinzip liefert hier A (r) ae —>Vr A(r) > A, mit Variablenbedingung 


für A,. (Hier sollte wohl eine Erklärung gegeben werden, wie man einer Anwendung des Inver- 
sionsprinzips: Vx A(x) > A(r), speziell, wenn statt r ein Atom x verwendet wurde, entgeht.) — 
Für die Einführung der Negation betrachtet Verf. Kalküle X, für die mindestens eine unableit- 
bare Aussage etwa Ax, bekannt ist. Gemäß Unableitbarkeitsprinzip ist A E> A zulässig; sind 
mehrere unableitbare Aussagen, z. B. Ay, A, bekannt, dann folgt Ay 274%. = A („nicht A“) 
wird nun definiert als A — A,. Wenn man das Unableitbarkeitsprinzip inhaltlich auffaßt, führt 
es in Anwendung auf „unabhängige“ Sätze zu Ungereimtheiten, etwa in der Gruppentheorie, 
wo weder das kommutative Gesetz noch dessen Negierung — diese könnte in einem inhaltlich 
äquivalenten positiven Satz zum Ausdruck kommen — ableitbar sind. Dies zeigt — wie übrigens 
auch die Bezugnahme auf die gestaltlichen Ungleichheiten, daß das Unableitbarkeitsprinzip nur 
auf bedeutungsfreie Figuren eines Kalküls Anwendung finden soll. Betrachten wir nun die for- 
male Einführung der Negation einfachheitshalber für den Kalkül L. Seien I’, A, © Aussagen- 
symbole, dann gilt =, 44-4, ı,90->T->0->0 (Peircesche Aussage, — sie sei hier 
mit P abgekürzt), =, P>4—4->4. Nach 8.78 kommt nun zu L die Regel > A, —4 
und — A (praktisch) als Abkürzung für A— 4A, hinzu, — man wende sinngemäß auf 8. 11 
(8. 78) die Rückübersetzung nach S. 58/59 an. — Darf in dem erweiterten Kalkül 7’ A, nur durch 
eine feste in L unableitbare Aussage ersetzt werden, dann erhält man bei Ersetzung von A, 
durch P und von A durch 1—>4—4: (1) = P>4-4A->4. Als Negation hätte man in 


diesem Fall — >, d.h. die Negation wäre von der bestimmten Wahl der unableitbaren Aussage 
abhängig, was im weiteren nicht gewünscht ist. Wird von der gegenseitigen Ersetzbarkeit und 
Äquivalenz unableitbarer Aussagen Gebrauch gemacht, dann erhält man außer (1) nach Ersetzung 
von A, durch P>>4—4A->4 und von A wie oben: (2) I P>A>A>4>4A>4A-4, 
also mit (1) und modus ponens A— A -—>4, also 4. Schon im Fall (1) geht die für die Berechti- 
gung der Aufstellung eines Logikkalküls erforderliche Rückübersetzbarkeit in Allgemeinzulässig- 
keiten verloren und a fortiori im Falle (2). Bleibt der Fall, daß A nicht ersetzt wird. Dann er- 
hält man — wenn man statt Z den positiven Quantorenkalkül nimmt — die formale intuitio- 
nistische Logik. Dann aber soll dieser Kalkül — oder unser L’ — bez. eines Objektkalküls — es 
könnte L selbst sein — zur Anwendung gelangen, und dann muß für A doch eingesetzt werden. 
Was hier zu leisten war, war die Einführung und Begründung des „Falschen‘“, das im Intuitionis- 
mus — wie Verf. selbst erwähnt — independent vom Ableitungsverfahren für einen Kalkül — 
z.B. A>A 4A für L— gegeben ist. [Vgl.dazuauch H.B. Curry, dies. Zbl. 41, 348, (S. 90—93) 
und dies Zbl. 48, 21, (S. 97”—99).] — Aus der kurzen Bemerkung S. 79 wird keineswegs klar, 
wie ein Kalkül X — (mit Objektvariablen tx, - - - und einer unableitbaren Aussage A.) — vermöge 
der so heterogen eingeführten logischen Partikel so zu einem Kalkül K’ erweitert werden kann, 
daß die Quantorenlogik bez. K ihre Rolle als Logik spielt; dies aber nachzuweisen ist eine wesent- 
liche Aufgabe der Begründung der Logik. — Sei K ein Kalkül mit Atomen u,,.. ., u, (u, v seien 
der Kürze halber Variable für diese Atome); 1%,9x Seien in einem Kalkül, er heiße hier 
G x, Objektvariable für die aus u,, ..., u, zusammensetzbaren Figuren. Die Anfänge und Regeln 
von 6, lauten: ww eu (i=l...n, > vw Em k=Lh..,m ı=k, Sure 
u FEB u=yuvgEy>urtvyWw Er>ur$Evyu=vyr=y>Uur=vY. =und 
== sind Atome von @; und seien beide gestaltlich von den u, verschieden. @; soll (S. 34) dazu 
dienen, das Gleichheitsprinzip - A= B,A— B zu formulieren, vermöge dessen „wir nun 
explizit zum Ausdruck bringen, daß wir bei der Ableitung einer Figur A in einem Kalkül nicht 
daran interessiert sind, etwas über eine individuelle Realisierung einer Figur zu behaupten, 
sondern daß es jederzeit erlaubt sein soll, von der Figur A zu der Figur B überzugehen, wenn 
A= B gilt“. Das Gleichheitsprinzip dient aber wohl zu andern Zwecken und ist vielleicht so 


zu verstehen: Wenn (=: A= Bund = A, dann = B ( bzw. - A—DB\. G; soll ferner dazu dienen, 


K 
die Unableitbarkeit von Aussagen bez. K zu beweisen, wozu aber ein (wohl induktiver) Rechtferti- 
gungsbeweis der inhaltlichen Richtigkeit von @z (Vergleichsmethode nach Differenz in Gestalt 
und Länge) erforderlich ist. — In $ 9 wird 8. 86 von unableitbaren Aussagen u, = u, in Gr ge- 
sprochen, die als solche ja erst in einem Kalkül Ge, mit neuen Atomen = bzw. == zu erkennen 
wären. Mit einem solchen verbal eingeführten „Ungleichheitszeichen“ wird dann „gezeigt“, 
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daß andere als durch die Anfänge für die Atome gegebene Figuren mit = und = durch Hinzu- 
nahme der weiteren oben genannten Regeln unableitbar sind. "Abgesehen von der Zirkelhaftigkeit 
dieses Vorgehens sind noch S. 87 durch nicht verbotene (bzw. S. 35 durch erlaubte) Einsetzungen 
in die r die Formeln 9. 8und 9. 9 (bzw. (3)) dem Gebrauch von == entsprechend, widerlegbar. 
Praktisch alle relevanten Sätze für = und = werden durch Anwendung des Unableitbarkeits- 


prinzips und somit unter Benutzung von == „bewiesen“ z.B: r=y Ar=9>A4e, 
V.,>r=yVr=$y (V., steht für As, > As,), ur=V oA TeE3Ay=3>T= y, 
i=nN A(x)—4A(n). Für die Schema-Variable A sind offenbar nur Einsetzungen von aus den 
u; bildbaren Figuren erlaubt, es wird jedoch S. 93 eine Einsetzung mit Hilfe von = gemacht. — 
Die Einführung von ı-Termen ın, © (X 9;) in einem Kalkül X’ (mit Prädikatzeichen (,...., die 
auch logisch zusammengesetzt sein können) erfolgt schon, wenn O(v,Yy) ACwy)>y=y 
(wo?) ableitbar ist; wenn auch Vu C(r,9) ableitbar ist, heißen sie „existent“. Der Verf. 
unterläßt es — abgesehen von einer verbalen Anwendung bei dem heuristischen Ansatz und einem 
sehr indirekten Passus S. 95 (Z. 21—22 v. o.) völlig, diese neueingeführten Terme mit den Figuren 
aus X’ — speziell den C — etwa durch neue Anfänge: > ( (t, ıy © (t, 9)) in einen Zusammenhang 
zu bringen. Ohne ein solches Axiom ist aber die für die Einsetzbarkeit von ı-Termen für freie 
Variable und auch für die Eliminierbarkeit der ı-Terme notwendige Äquivalenz A(ıy O(t, 9)) <> 
Vo C(x,9) A A(y) gar nicht ableitbar. Bei einer solchen Ableitung würde übrigens CH) A 
CC, m C(&H9))—Hy= m ((r,9) gebraucht werden, woraus man sofort sieht, daß = weder aus 
G; noch aus G;’ stammen kann; es handelt sich hier um eine Gleichheit, die nicht die figürliche 
zwischen den Objekten und ihren Kennzeichnungen in K’ ist. (Funktionsterme werden via 
ı-Terme eingeführt, so daß für sie dasselbe gilt.) Der Eliminationsbeweis wird in Anlehnung an 
S. C. Kleene (dies. Zbl. 47, 7) gegeben. Er leidet aber unter einer undeutlichen Definition der 
„Reduzierten‘ eines mit ı behafteten Ausdrucks und vor allem methodisch sehr S. 96—97 durch 
das Fehlen obigen Axioms. — Sei g ein Prädikatenzeichen in K’, so daß txzotx und 03 A 903 
—ron ableitbar sind, dann gibt og Anlaß zu einer Äquivalenzklasseneinteilung von Ei; ist 
für A(t):rtey A A(xX) > 4(y) ableitbar, dann heißt A „verträglich“ mitg. Daauch Yy(roY) 
ableitbar sein soll, kann man einen „o-Kennzeichnungsoperator‘“ ı? einführen, und Terme 


ın (toYy), abgekürzt Y; £ fungiert dann als abstraktes Element seiner durch rt bestimmten 
Äquivalenzklasse. Was aber dann bei der schön gebrachten Art des Operierens mit solchen 
abstrakten Elementen (S. 99—-102) stört, ist der undeutliche und daher irreführende Passus 
(S. 101) betreffend die nur innerhalb bestimmter Grenzen erlaubte Identifizierung von x° mit 
der dadurch repräsentierten Äquivalenzklasse. Eine spezielle Äquivalenzrelation zwischen 
(z. B. einstelligen) Aussageformen A(g) ist A(x) <> B(x), wobei die Bindung übrigens unter- 
bleiben kann. Man kann zur Verdeutlichung dann (in Analogie) A*” (x) als abstraktes Element 
der durch A(r) bestimmten Äquivalenzbeziehung > einführen. A*“” (r) ist eine Aussageform, in 
der für r eingesetzt werden kann, aber offenbar nicht die „Menge der x mit A(t)“ (xx A(x)), da 
dieses ja ein Term — und außerdem die Bindung von r nun notwendig ist, wie man z.B. an den in 
diesem Sinne fehlerhaften Formeln S. 191 oben ersehen kann. Verf. sagt weiter S. 103: „Nach den 
allgemeinen Betrachtungen über die Abstraktion‘ — gemeint ist die Einführung der x? — „lassen 
sich jetzt Aussagen über Aussageformen, die verträglich sind mit der logischen Äquivalenz als Aus- 
sagen über Mengen formulieren. Der einfachste Fall ist der der Aussage H A (t)..“. „Statt A(X) 
schreiben wir H X &xr A(g)“. Hier sieht man dann, daß die Ableitbarkeitsaussage für A(f) 
— bzw. A” (r) — (A (X) ist keine Aussageform) — nicht in eine solche für xx A(k) übergeht, 
wie man nach obiger Identifizierung erwarten sollte, sondern in ein Ableitbarkeitsaussage über 
ein neues Prädikat e. (Ganz analog wird die Einführung von Funktionen Ar F(r) behandelt.) 
Der Intention nach sollen wohl die Figuren A(r) als Prädikationen über die Elemente von 5 


und gleichzeitig (später vgl. $ 17) als formale Objekte neuer Prädikate eines höheren Kalküls 
K* interpretiert werden, wobei dann die Bindung des x wesentlich wird. Was hier u. a. bemerkt 
und begründet werden mußte, ist die gleichzeitige Forderung, daß die xx A(k) Objekte (Argu- 
mente) von Prädikaten in K* sind und in speziellem Zusammenhang mit den ursprünglichen 
Objekten von K— z.B. viaX ex: A(r) «> A(X)ete., je nach dem Arrangement — stehen, was 
durch bloße Bezugnahme auf den Figurencharakter von A(x) wohl nicht geleistet werden kann. 
— Vor der Begründung der Zahlentheorie werden Systeme, das sind ableitbare Figuren im Kalkül 
S:>,a>utT x Objektvariable bez. eines vorgegebenen Kalküls K — betrachtet ($ 12). 
Von diesen soll später zu endlichen Mengen {a} übergegangen werden, wobei aber im Text nicht 
ersichtlich ist, wie man das Zusammenfallen aller {a} zu {r} vermeidet. Die Einführung der Terme 
{a} 8.131 wird durch die obengenannte Unzulänglichkeit bei der Behandlung von & und der 
Abstraktion verdunkelt. Nebenbei sei bemerkt, daß die Problematik des Endlichkeitsbegriffes 
u.a. erst im Zusammenhang mit der Stufentheorie auftaucht, nicht aber für die Frage, wann 
Figuren eines Kalküls aus endlich vielen Einzelfiguren aufgebaut sind. — Die Begründung der 
Zahlentheorie ($ 13) geschieht mit Hilfe mehrerer Kalküle: Vermöge des Kalküls Z: > »a>al 
werden die Figuren |, ||, |||, . .. — sie heißen Zahlen — und vermöge des Kalküls D: > =], 
Yz = Yz > 3 | = 92 | die Figuren I=|, || = ||, .. . erzeugt. Als protologische Folgerungen 
ergeben sich für Zund D: (1) (gemäß Inversionsprinzip) {|=9l>t=9 (Gemäß Unableit- 


252 


barkeitsprinzip) r| = | — A», (3) (gemäß Induktionsprinzip) A(lJA Ar: A (x) —. (El) .—>4A (2), ! 
(4) (gemäß r=»A Alf) —>4A(y). Hinzu treten weitere Kalküle z. B. für ' 
die Addition, die prinzipiell in der folgenden Form angesetzt zu denken sind: Ad: > + (1, |: 
+) >+Gb ba) +93) >-+ (u Y|,3|) und analog für die Multiplikation ein 
Kalkül Mu usw. Zu dieser Begründung folgende Bemerkungen: a) Die Figuren aus 7 werden 
promiscue als Figuren, als Zahlen und — bis auf | — als Nachfolger von Figuren oder von Zahlen 
aufgefaßt, während doch die Begründungsaufgabe für die Zahlentheorie in jedem Fall toto genere 
verschieden ist. Ferner haben a| in Z und r| in D etc. grundsätzlich verschiedene Bedeutung; 
man versuche nur die Nachfolgerbeziehung durch einen Kalkül zum Ausdruck zu bringen. b) Der 
Kalkül D ist nicht mit @, zu verwechseln, da in diesem Regeln wie —x| = | hinzutreten, die 
vermöge metakalkülmäßiger Ergebnisse über @, = anders bestimmen als = durch D bestimmt 


BI 


ist. Unableitbarkeitsbeweise bez. Dsind in@,zuführen: manerhält =", =|| = |, = | 
usw. aber = tn = r}| = | nur mit einer metametakalkülmäßigen Variablen r%, da r,|=| 
keine formale Figur von D ist, — und wenn dies durch einen neuen Kalkül zirkelfrei geleistet ‚ 
wäre, neue spezielle Vergleichskalküle aufgestellt werden müßten. Mit || =| für A, wird nun 
schrittweise u — |=| 5 z| =|>An» 5 —tz| = | und per Def. schließlich zu — rz| = | 
übergegangen. "So ermöglichen es die protologischen Prinzipien, zu interpretierten Sätzen (über 
Zahlen), die sonst als unabhängig bekannt sind, zu gelangen; z.B. sind auch die Zulässigkeit von 
+1,93) A + (69,0)—3=b, d.h. also die Verbindung zwischen den Kalkülen D und Ad — 
und ähnliche Sätze nur nach mannigfachen Anwendungen protologischer Prinzipien erhältlich. 
c) Die Schemavariable A in (3) und (4) wird bez. Einsetzungen systematisch offen belassen. Die 
in (3) ausgesprochene Zulässigkeit ist dann bei jeder Hinzunahme eines Kalküls (D, Ad, ...) 
neu zu formulieren. Dagegen hat man in solchen Fällen für (4) jeweils einen Beweis zu führen, 
was aber jedenfalls nicht in D, noch in @,, sondern erst eventl. in @,, @», „a usw. möglich sein mag. 
d) Die Hinzunahme von Kalkülen, z.B. Ad, Mu, stellt im Zusammenhang mit der damit ver- 
bundenen Anwendung der protologischen Prinzipien und der Quantorenlogik jeweils eine For- 
derung an die Zahlen dar. Nun ist der Dedekindsche Satz über Definition durch Induktion 
nicht auf erster Stufe beweisbar und auch die ganzen vorangestellten Betrachtungen über Systeme 
liefern diesen Satz nicht, sondern er ist für die dort eingeführten Prädikate und Operationen 
vorausgesetzt. Für den „Definitionssatz“ (S. 124) ist die Existenz „‚einer geeigneten Erweiterung 
des zugrunde liegenden Kalküls“ das zu Beweisende und daher wäre im Hinblick auf denBegrün- 
dungszusammenhang, der ganze $ 12 besser hintangestellt worden. e) Sei X eine solche Erwei- 
terung eines Kalküls X,, daß in den Hintergliedern der Regeln von K stets nur bez. K,neue Atome 
vorkommen (z. B. Erweiterung von D durch Ad). Die Behauptung, daß vermöge K = nicht 
erweitert wird, ist entweder trivial, wenn zwischen K, und K keine Verbindung hergestellt wird, 
oder sehr beweisbedürftig im Hinblick auf die Anwendung der protologischen Prinzipien (vel. b)). 


Auf S. 81 wird für solche Kalküle X, und K, wobei für Aussagen A von K, - — 4-4 gelte 


und die logischen Partikeln in K nicht vorkommen mögen, behauptet: Jede 1. in K,2.in K zu- 
züglich Tertium non datur ableitbare Aussage von K, ist schon in K, ableitbar. Dieser Satz soll 
eine gewisse Rechtfertigung der klassischen Logik, — die faktisch unter Hinweis darauf verwendet 
wird, liefern. Gibt es ferner eine unableitbare Aussage A, dann ist für eine Aussage Baus K nach 
2.B \ — B nicht mit Tertium non datur und also nach 1. überhaupt nicht ableitbar. Für die For- 
mulierung und den Beweis dieser Behauptung hätten S. 79 der Zusammenhang zwischen einem 
Kalkül K,. den für ihn gewonnenen protologischen Ergebnissen und der Quantorenlogik deutlich 
gemacht, dann die Widerspruchsfreiheit der intuitionistischen Quantorenlogik im Zusammenhang 
mit K, gezeigt, dann — wohl völlig abgetrennt — der Beweis des sog. Satzes von Gödel-Glivenko 
geführt, — und dann Erweiterungen der letztgenannten beiden Sätze bei Hinzunahme neuer 
Primitivprädikate — auf das läuft eine Hinzunahme von K hinaus — betrachtet werden müssen. 
Der Satz von Gödel-Glivenko liefert ja nur einen relativen Widerspruchsfreiheitsbeweis. — 
In $15 wird eine mathematisch elegante Einführung der rationalen und reell-algebraischen Zahlen 
vorgeführt, bei der man sich vom Begründungsstandpunkt nur eine ergänzende Erklärung 
wünschen würde, inwieweit hier eine Stufenkonstruktion (S. 158/159) bereits benützt, und in- 
wieweit diese doch wiederum vermeidbar ist. — Zur Festlegung von Primitivprädikaten werden 
$$ 16, 17 noch weitere Kalküle von der Form A, — dene. wor 

die X, Mitteilungsvariable für Terme (d.h. Variable r,, tz| (Nachfolger) und Figuren aus 2) 


und die A, Mitteilungsvariable für quantorenlogische mit Hilfe von o und schon definierten 
Prädikaten aufgebaute Ausdrücke sind. Solche Kalküle K werden uneigentlich genannt, weil 
zur Ableitung von o(X,,...) — hier und weiter X, für konstante Terme — evtl. bereits Ablei- 
tungen auf Grund einiger Regeln von K vorgenommen werden müssen, wobei Induktionen bez. 
des Prädikats o selbst schon vorkommen. Mit I Ar 0... A, oe .)] wird 
das durch den in [ ] stehenden Kalkül festgelegte und eingeführte Prädikat bezeichnet wobei 
aber nicht an eine „Bindung“ des oe — das ist ein Symbol — zu denken ist. Insofern K "bedeu- 
tungsfreie Figuren erzeugt, wären keine weiteren Bedingungen erforderlich, doch im Hinblick 
auf die Interpretation und den genannten Uneigentlichkeitscharakter ist es notwendig, daß 
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diese Kalküle fundiert sind, d. h. es soll sich für die Vorgängerrelation <_ die sich aus der sukzes- 
siven Ableitbarkeit von Figuren o(X,,...) gemäß dem Kalkülschema ergibt, in der Quantoren- 
logik zuzüglich des Induktionsprinzips die Formel Ar Ayp <r >B() — B(r)). > Bit) 
mit einem „Formelsymbol‘“ B(r), über das weiter nichts gesagt wird, ableiten lassen In- 
haltlich werden Induktionen mit Hilfe von < für Eigenschaften geführt, wie z.B. Stabilität“ 
(im Sinne v. Dantzigs) oder gar „‚Definitheit‘ (S. 180). Dabei soll eine Aussage über einen Kal- 
kül (z. B. + A(X)) „definit‘ heißen, wenn für sie feststeht, wie sie zu beweisen oder zu wider- 
legen ist — (vgl. die allerdings undeutlichen Erklärungen S. 5—6) — und der Verf. sieht in der 
Definitheit ‚von Aussagen ein Kriterium des in der Mathematik Zulässigen. Damit werden jedoch 
imprädikative Kalküle keineswegs ausgeschlossen, und bez. der Deutung sagt die Bedingung 


 nichts.] — Es wird ferner noch verlangt, daß diese Kalküle separiert seien, d.h. daß für die 


Ableitung einer Figur o(X,,...) stets nur eine Regel des Kalküls zur Verfügung stehen soll 
wodurch gemäß Inversionsprinzip die Hauptpfeile in den Kalkülen den Charakter von Doppel- 
pfeilen erhalten. Nach einer sehr undeutlichen Ergänzung zu Satz 8.81 auf S. 179—180 
zu schließen, soll sich für fundierte separierte Kalküle ergeben, daß Io[ ](X,,...) oder 
—lo[](X,...) ableitbar ist. Dies ist vor allem im Hinblick auf die Einführung der 
Negation unklar. Nebenbei, wenn fürend,n [] 4, V—4; ableitbar ist, kann doch —- A, und 
I— —ı 4, bestehen, also führte ein Kalkül 4,>o()), 44; —o(||) wegen — —o(|), also durch In- 
version auch - — 4, to (||), und andererseits —- —o(||) auf einen Widerspruch, man nähme 


_ denn an, daß jede Teiltheorie vor Ansatz eines neuen Kalküls vollständig z.B. im Sinne 


der additiven Zahlentheorie gemacht werden kann. Unter den mit solchen Kalkülen fest- 
legbaren Primitivprädikaten werden sich natürlich solche, die sich vermöge der Addition 
und Multiplikation oder weiterer schon eingeführter Prädikate explizit definieren lassen 
und solche, welche bez. dieser Prädikate nicht arithmetisch sind, finden, wodurch man über 
den S. 166167 genannten Fall hinausgeführt wird. Für die gewünschte Erweiterung der Zahlen- 
theorie ist nun zu unterscheiden, ob einige bestimmte „sukzessive“ nicht arithmetische Prädikate 
liefernde Kalküle hinzugenommen werden sollen, in welchem Falle man diese Prädikate bei dem 
Stufenaufbau in Evidenz zu setzen hätte; oder man wünscht eine Gesamtheit solcher Kalküle 
mit einem induktiven Verfahren zu ihrer Erzeugung. Der Verf. betrachtet jedoch alle syntak- 
tisch mit Hilfe der Quantorenlogik bildbaren fundierten separierten Kalküle mit Prädikaten- 
symbolen 0,0% ..., so daß so ein Kalkül im allgemeinen die Form A, {01 .- »050} > 
Er An ln 900 An) X hier für allgemeine Terme — hat, 
worin die o, frei für Einsetzungen von Prädikaten entsprechender Stellenzahl sind. Eine solche 
Erweiterung hat selbst den Charakter einer Einführung von einem Prädikatenbereich,wie dies 
sonst durch die Stufentheorie geschieht. — Der in $ 17 skizzierte Stufenaufbau geht — in An- 
wendung auf die Zahlentheorie — von einer O-ten Schicht S, — das ist - — aus. Die syntaktisch 


mit Hilfe der Quantorenlogik mit den Io [ ](tı,» - - » En,) bildbaren Figuren bilden die Schicht $,. 
Auf diese Figuren beziehen sich in $, neue Variable t,, ta, ... Mit Hilfe neuer Prädikatensymbole 


” ı 
0103... werden wiederum fundierte separierte Kalküle — (auf welchen Bereich sich das oben 
1 1 


genannte Formelsymbol B jetzt bezieht, wird nicht erwähnt) — und damit neue Prädikatzeichen 
1 o[A, {eu -- 5 >0 (Xp -- +» ++] (Eu) nach einem nicht mehr erwähnten syntaktischen 
u 1 1 1 


Bildungsverfahren aufgestellt. Darin sind die X, „Mitteilungsvariable für primitive Terme aus 
8,, d.h. Figuren zusammengesetzt aus den Objektvariablen £,, £,,... und [in unserem Fall] 


den Atomen |, A, V, > —» Fl Ve 1.02... und. die 4, Mitteilungsvariable für Ausdrücke 


aus S,. Verbal wird dann der Übergang zu 8,, zu S, ferner durch Vereinigung zu S. und so fort 
zu nicht näher angegebenen konstruierbaren Limeszahlen ©, und ©,(9, < ©,) vollzogen, wobei 
jeweils neue Variable und neue Prädikate Io[](« <©®, bzw. «<©,) auftreten. Jeder solche 


Schritt von 8, zu S,,, enthält somit einen zweifachen Stufenaufbau, nämlich vermöge der 
Ansetzbarkeit aller entsprechenden Kalküle Jo und vermöge der quantorenlogisch nachher aus 


diesen bildbaren Prädikate; Verf. scheint sich davon jedoch keine Rechenschaft zu geben. Auch 
ist die Rolle der Terme K;A (r) völlig unklar; selbst wenn statt dieser etwa A” (rg) (vgl. 


“a & & & 
oben) gebraucht würden, wäre doch auch ein Auftreten des Prädikats e und der quantorenlogi- 
schen Bildungen mit diesem zu erwarten, wovon an den relevanten Stellen keine Rede ist, während 


infolge des Fehlens der Unterscheidung zwischen Bedeutungsfreiem, Interpretiertem, Kalkül- 
mäßigem und Metakalkülmäßigem. Wie beim Aufbau der Zahlentheorie so wird auch hier durch 
die Erzeugung von Figuren als Ausdrucksformen der Stufentheorie ohne Berücksichtigung der 
genannten Unterscheidungen keine Begründung geleistet, ja nicht einmal die formale Hand- 
habung klar gemacht. Auch ist die Rolle der protologischen Prinzipien in ihrer Anwendung 
auf die Stufentheorie keineswegs ersichtlich. Die Widerspruchsfreiheit all dieser Erweiterungen 
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soll wohl noch durch den Satz S. 81 mit oben genannter Ergänzung geleistet werden? \ erf. 
behauptet, daß jede S, in S«;, abzählbar sei. Mangels obiger Unterscheidungen, mangels der Präzi- 
sierung des Formelsymbols B (S. 186), und infolge des sehr heterogenen Gebrauchs des Begriffes 
„Zahl“ (vgl. auch S. 192) ist der Sinn dieser Behauptung nicht klar. Wenn sie im üblichen Sinn ge- 
nommen richtig ist, dann zeigt sie (vgl. H. Wang, dies. Zbl. 56, 245), daß der Übergang von S, zu: 
Sa+ı tatsächlich vermöge zweier prädikativer Stufenerhöhungen vor sich geht. Die genannte Abzähl- 
barkeit wird ferner zur Formulierung eines Auswahlsatzes benutzt. Im Ganzen muß leider gesagt 
werden, daß insbesondere die Lektüre der $$16,17 zu einer Art Rätselraten wird. — Beim Auf baude 

prädikativen Analysis $$ 18—20 nimmt Verf. einfachheitshalber dierationalen Zahlen ( Variable u) 
als auf S, vorhanden an und definiert reelle Zahl als nicht leere nach unten beschränkte Menge 
rationaler Zahlen, symbolisch fin A (tr), x<©,. Der genaue Vorgang wird durch die Behandlung; 


rt . . . 
der Abstraktion auf S. 198 verdunkelt; insbesondere ist die Eliminationsbehauptung hinsichtlich 
der Mengen fin A(t) und der Hinweis dazu auf $ 10 irreführend. Es werden Variable für reelle: 


Zahlen aller Sohieliten mit Indizes < ©, eingeführt, der Satz von der unteren Grenze —unter 
Benutzung des Limeszahlcharakters von ©,, sowie weitere Sätze — auch für Folgen reeller 
Zahlen — bewiesen und die Zusammenhänge zwischen reellen und rationalen Zahlen sowie die 
Begriffe Umgebung und Überdeckung behandelt. In $ 19 werden ‚die N < 9, primär, die» 
$8, mit ©, <x<©, sekundär genannt; reelle Zahlen bleiben primär, Mengen dieser können ı 
sekundär sein. Durch diese Unterscheidung werden Sätze der Analysis bequem formulierbar, , 
die sonst nur mit künstlichen Einschränkungen oder mit Hilfe metamathematischer Ausdrücke » 
ausgesprochen werden könnten. Es erfolgt u. a. eine Formulierung und Beweis des Heine-Borel- - 
schen Überdeckungssatzes. Eine reelle Funktion wird quasiprimär genannt, wenn bei Beschränkung / 
ihres Argumentbereiches auf primäre Schichten auch ihr Wertbereich primär ist. Danach werden ı 
allgemeine Sätze über stetige quasiprimäre Funktionen bewiesen und in $ 20 kurz die Theorie » 
der Derivation und Riemannschen Integration behandelt. Abschließend wird noch die Theorie » 
des Lebesgueschen Maßes, der Zusammenhang zwischen dem Z? und dem Hilbertraum und in $ 241 
der Urysohn-Tychonoffsche Metrisationssatz im prädikativren Rahmen vorgeführt. Vomı 
Standpunkt der Grundlegung wäre eine technisch detailliertere Durchführung zwecks Kontrolle : 
des jeweils benötigten Schichtenbereiches notwendig gewesen. — Der kurze Teil III bringt; 
zum Abschluß in z. T. referierender Form Bemerkungen über die abstrakte, d.h. axiomatisch ı 
im engeren Sinne aufgebaute Mathematik. Diese Teile der Mathematik erhalten ihren Sinn für: 
Verf. nur dadurch, daß in der „konkreten“ Mathematik (Zahlentheorie u. Analysis) Modelle : 
für die darin behandelten Theorien gefunden werden können. Für den Gebrauch von mannig- : 
fachen Begriffen der abstrakten Mathematik, z. B. Modell, Struktur, elementares Axiomen- : 
system usw. schlägt Verf. unter Heranziehung seines Standpunktes eine Terminologie vor. An-: 
schließend werden die Prozesse der Homomorphie, der Einengung auf Untermengen und der’ 
Produktbildung im Hinblick auf Eigenschaften von Axiomensystemen, die bei diesen Prozessen ı 
nicht geändert werden, besprochen. — $11 des Buches ist einer kurzen Betrachtung der logi- 
schen Modalitäten gewidmet, bei der auf die Unterscheidung, ob sich Gesetze effektiv, oder mit 
Tertium non datur in der Metasprache oder mit Tertium non datur in der Objektsprache ergeben, . 
Wert gelegt wird. — Allgemein muß wohl gesagt werden, daß das eingangs genannte Haupt- 

anliegen dieses Buches daran scheitert, daß für das Machen von Figuren nach einer Vorschrift . 
nichts zu begründen ist und andererseits durch dieses Machen von Figuren keine Deutung dieser 
Figuren, noch das in dieser Deutung Angestrebte, begründet wird. Belastend für das Verständnis. 
des Buches — es ist natürlich in keiner Weise für einen Leser, ‚‚der die mathematischen Anfänger- 

vorlesungen gehört hat“ geeignet—wirken mannigfache, oft gar nicht zur Sache passende, undhalb- 
wahre polemische Bemerkungen und weitere Undeutlichkeiten auf die aus Raummangelin den ein- 

zelnen Abschnitten des Referats, vor allem ab $ 16, auch Teil III, nicht mehr eingegangen 

wurde. (Auch auf die teilweise nicht genannten Zusammenhänge mit der früheren und neueren 

Literatur konnte hier nicht Rücksicht genommen werden.) Das vortreffliche Sachverzeichnis, 

das von E. Wette, dem auch der Ref. für viele Aufklärungen dankbar ist, zusammengestellt 

wurde, bildet für den Leser eine wertvolle Hilfe. Dieses Referat wurde im Hinblick auf die 

schwere Übersehbarkeit der Zusammenhänge dieses Versuches mit den Ergebnissen der mathema- 

tischen Grundlagenforschung und auf die Schwierigkeiten, denen sich der Leser gegenüber 

findet, so ausführlich gehalten. — Es sei zum Abschluß bemerkt, daß in der Behandlung der prädi- 

kativen Analysis ein großes Stück Arbeit und Erfindungsgabe steckt, vor allem um die klassischen 
Begriffe geeignet umzuinterpretieren und dann die Beweise entsprechend abzuändern. (Vgl. 

hierzu die Arbeiten des Verf. dies. Zbl. 42, 10 u. 247, 48, 408.) Im übrigen würde eine prädikative 

Behandlung mathematischer Theorien auf der Basis eines normalen detaillierten axiomatischen 

Aufbaus der prädikativen Stufentheorie — etwa nach den Ansätzen des Verf. dies. Zbl. 45, 295 

und von H. Wang. c. und dies. Zbl. 36, 165 — die Arbeiten von Hao Wang werden vom Verf. 

nicht erwähnt! — einen wertvollen Beitrag zur Mathematik und mathematischen Grundlagen- 

forschung darstellen, und es ist zu vermuten, daß bei einer solchen (speziell auf die Stellung des 

Begriffes Zahl Rücksicht nehmenden) Fassung wesentliche Züge der Mengenlehre prädikativ 
reinterpretierbar sind. n Gert Heinz Müller. 
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Faris, J. A.: The Gergonne relations. J. symbolic Logie 20, 207—231 (1955). 

Es handelt sich um die fünf grundlegenden Relationen zwischen Klassen, mit 
denen nach Gergonne (1817) die traditionelle Syllogistik entwickelt werden kann. 
Verf. gibt im Rahmen der Aussagenlogik elementare Axiome und Schlußregeln für 
die Gültigkeit und für die Ungültigkeit der aus den fünf Grundrelationen aufgebauten 
aussagenlogischen Formeln an. Hiermit wird jede syllogistische Formel entweder 
als gültig oder als ungültig deduziert. Die zunächst bestehende Unvollständigkeit 
des formalen Systems entfällt nach Hinzunahme einer allgemeinen Schlußregel, 
welche die Ungültigkeit einer Formel auf die Ungültigkeit gewisser Teilformeln 
zurückführt. Verf. beweist, daß hiermit jede einschlägige Formel als gültig oder als 
ungültig nachweisbar ist. Kurt Schütte. 

Grünbaum, Adolf: Modern science and refutation of the paradoxes of Zeno. 
Sci. Monthly 81, 234—239 (1955). 

Verf. meint, daß man zur Widerlegung des Paradoxes von Achilles und der 
Schildkröte nur zu zeigen braucht, daß die Dichtheit des Ordnungstypus der Er- 
eignisse mit der Tatsache eines Anfangs und eines Endes verträglich sei, und er 
glaubt ein Argument zu finden in einer Ordnungsdefinition auf Grund des zweiten 
Hauptsatzes der Thermodynamik: „später“ = „höhere Entropie“. Da die Entropie- 
werte ein Zahlenkontinuum bilden, soll das mit der Späterrelation auch der Fall 
sein. Er übersieht erstens, daß der zweite Hauptsatz höchstens statistisch gilt, 
zweitens, daß man, um zu einer stetigen Entropie zu kommen, schon die Stetigkeit 
anderer Größen, insbesondere der Zeit voraussetzen muß, und drittens, daß die Entro- 
pie zur Zeitmessung nicht zu gebrauchen ist, während bei jenem Paradox die 
metrische Struktur der Zeit wesentlich ist. H. Freudenthal. 

Los, J. and R. Suszko: On the extending of models. II. Common extensions. 
Fundamenta Math. 42, 343—347 (1955). 

For the first paper of this series, by Los, cf. this Zbl. 65, 4; for the third paper, 
by Siominski,cf. Fundamenta Math. 43, 69—76 (1956). In the present paper con- 
ditions are investigated for a family {My}:er of models of a consistent formula system 
X to be simultaneously embeddable in a model M of X. The necessary and sufficient 
conditions apply to asystem X that is closed under the formation of conseguences 
within the elementary functional calculus in which X is formulated (this clearly 
entails no loss of generality); and they then say essentially that X contains no 
open disjunction ß} VßaV :::Vß,„ in which no variable occurs simultaneously in 
all ß,, and such that each ß, fails to be valid in some modelM;.;) of the given family. 
From this theorem there flow some easy consequences on the existence of common 
extensions for each subclass of the class of all models of X, and on the existence 
of free products of certain classes of equationally definable algebras. Ci. R. Sikorski, 
this Zbl. 50, 27. The argument makes much use of the results of the first paper 
(see above), and J. Los, Studia Logica 2, 151—211 (1955). B. H. Neumann. 


Los, J. and R. Suszko: On the infinite sums of models. Bull. Acad. Polon. Sci., 
Cl. III 3, 201—202 (1955). 

Es wird eine hinreichende und notwendige Bedingung dafür angegeben, daß 
eine Aussage (ein Ausdruck ohne freie Variabeln) in jeder Modellfolge in einem näher 
zu bestimmenden Sinne persistent ist. Eine Folgerung ist angeschlossen. 

H. Scholz. 

Rose, Alan: Le degre de saturation du caleul propositionnel implicatif ä m va- 
leurs de Lukasiewiez. C. r. Acad. Sci., Paris 240, 2280-2281 (1955). 

Es wird gezeigt, daß für den auf die Implikation beschränkten m-wertigen 
Aussagenkalkül im Sinn von Lukasiewiez jede semantisch vollständige Formalisierung 
(V£.: toute formalisation, saturee au sens faible) über der Einsetzungs- und der Ab- 
trennungsregel den Vollständigkeitsgrad m hat. H. Scholz. 
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Hu. Shih-Hua: Die endlich-wertigen und funktionell vollständigen Subsysteme 
eines No-wertigen Aussagenkalküls. Acta math. Sinica 5, 173—188, deutsche 
Zusammenfassg. 189—191 (1955) [Chinesisch]. 

Die vorliegende Studie befaßt sich mit einer Methode, durch deren Anwendung: 
es gelingen soll, alle endlichwertigen und funktional vollständigen Aussagenkalkül 
in einen x,-wertigen Aussagenkaklül einzubetten und sie in diesem Sinn als Teil- 
svsteme eines solchen umfassendsten Kalküls zu interpretieren. Als Beispiele dienen: 
neben dem zweiwertigen System die dreiwertigen Systeme von Lukasiewicz- 
Wajsberg-Stupecki und Bo6war. . 

Der genaue Ertrag wird nach Meinung des Ref. erst dann beurteilt werden kön- 
nen, wenn er in einer Weltsprache vorgelegt ist. Die deutschsprachige Zusammen- 
fassung hätte vor der Veröffentlichung einer durchgreifenden sprachlichen Revision‘ 
unterworfen werden sollen. H. Scholz. 

Nelson, Raymond J.: Simplest normal truth funetions. J. symbolic Logic 20,) 
105—108 (1955). 

In dieser Studie wird in Anknüpfung an eine Arbeit von W. V. Quine (dies. 
Zbl. 48, 245), ein Verfahren entwickelt zur Gewinnung von disjunktiven und kon-- 
junktiven normalen Wahrheitsfunktionen, das in gewissen Beziehungen der Quine-- 
schen Methode verwandt ist, aber nicht wie diese eine vorangehende Expansion! 
einer Formel in eine entwickelte Normalform zur Voraussetzung hat. 

H. Scholz. 

Kanger, Stig: A note on partial postulate sets for propositional logie. Theoriaı 
21, 99104 (1955). | 

Für die klassische Aussagenlogik mit Implikation, Konjunktion, Disjunktion 
und Negation als Grundverknüpfungen, modus ponens und Einsetzungsregel als; 
einzigen Schlußregeln wird ein vollständiges Axiomensystem F mit folgenden Eigen-- 
schaften angegeben: 1. Jedes Axiom ist von den übrigen Axiomen unabhängig... 
2. Jedes Axiom enthält die Implikation und höchstens eine weitere Grundver-- 
knüpfung. 3. Aus F entsteht durch Fortlassung eines einzigen Axioms ein vollstän-- 
diges Axiomensystem 4 der intuitionistischen Logik. 4. Aus 4 entsteht durch Fort-- 
lassung eines einzigen Axioms ein vollständiges Axiomensystem J des Minimal-- 
kalküls. 5. Jede im System F, H bzw. J herleitbare Formel W ist bereits mit den-- 
.jenigen Axiomen aus F, H bzw. J herleitbar, die außer der Implikation nur die in W| 
auftretenden Grundverknüpfungen enthalten. — Bisher waren nur Systeme mit den: 
Eigenschaften 1.—4. bekannt, in denen 5. nicht allgemein gilt. Verf. erhält ein: 
System mit den Eigenschaften 1.—5., indem er zu einem geeigneten Axiomensystem. 
J die Axiome |] ]p» (]p>p) für H und ((pag)»p)»p für F hinzunimmt. Das: 
System J liefert zusammen mit dem letztgenannten Axiom einen Kalkül, der sich. 
zur klassischen Logik entsprechend wie der Minimalkalkül zur intuitionistischen. 
Logik verhält. Kurt Schütte. 

Schröter, Karl: Methoden zur Axiomatisierung beliebiger Aussagen- und Prädi- 
katenkalküle. Z. math. Logik Grundl. Math. 1, 241—251 (1955). 

In dieser Studie werden drei Methoden diskutiert: (1) Die auf E.L. Post und 
P. Bernays zurückgehende Methode der übersehbaren Normalformen mit den be- 
kannten drei Schritten: (1. 1) Umformung eines beliebigen AK-Ausdrucks H in 
eine äquivalente konjunktive Normalform 4*, (1. 2) Ableitung eines Ersetzbarkeits- 
theorems für Äquivalente, (1.3) Für allgemeingültiges H ist H* aus dem vorge- 
gebenen Axiomensystem ableitbar. (2) Die auf M. Wajsberg (dies. Zbl. 16, 98) und 
W.V. Quine (dies. Zbl. 18, 338) zurückgehende Methode der Reduktion der Anzahl 
der Variablen, mit den drei Schritten: (2. 1) Ableitung eines Ersetzbarkeitstheorems 
für Äquivalente, (2.2) Reduktion eines beliebigen AK-Ausdrucks H in bezug auf 
Allgemeingültigkeit und Ableitbarkeit auf ein H, mit genau einer oder auch ein Hy 
mit gar keiner Variablen, (2. 3) Ableitung der allgemeingültigen H, oder H,, aus dem 


sog. (elementar-) arithme tischen Prädika 
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vorgegebenen Axiomensystem. Unter Verwendung eines gewissen Satzes der n-Wer- 
tigkeit ist dieses Verfahren auch anwendbar auf n-wertige Aussagenkalküle im Sinn 
von J. Lukasiewiez, mit Eingliederung aller Teilsysteme, die ein Implikations- 
symbol enthalten. Genaue Beweise für später angekündigt. (3) Die Methode der 
Aufstellung eines geeigneten Ableitbarkeitsbegriffs. In gewissen Grenzen antezipiert 
durch den Kalmarschen Axiomatisierbarkeitsbeweis für den AK (dies. Zbl. 14, 194) 
Am weitesten tragend. Auch auf unendlichwertige Aussagenkalküle anwendbar, 
ferner auf alle Teilkalküle des klassischen zweiwertigen Prädikatenkalküls der ersten 
Stufe (die wenigstens ein Implikationssymbol enthalten !). Ausführliche Darstellun 
für später angekündigt. H. Scholz ; 
Klaua, Dieter: Systematische Behandlung der lösbaren Fälle des Entscheidungs- 


_ problems für den Prädikatenkalkül der ersten Stufe. Z. math. Logik Grundl. Math.1, 


264—270 (1955). 
Das Entscheidungsproblem läßt sich zurückführen auf die Frage nach der Er- 
füllbarkeit abgeschlossener pränexer Normalformen, in denen die Allzeichen vor 
den Existenzzeichen stehen. Eine entscheidbare notwendige Bedingung N und eine 
entscheidbare hinreichende Bedingung H für die Erfüllbarkeit solcher Ausdrücke 
wurden früher vom Ref. abgeleitet (dies. Zbl. 9, 2). Hiermit ergab sich ein Entschei- 
dungsverfahren für den Fall, daß nur zwei Allzeichen auftreten, da dann N und 7 
zusammenfallen. Verf. führt die Bedingungen N und H auf das Prinzip der ‚„sym- 
bolischen Auflösung‘ zurück. Hierdurch erhalten die früheren Beweise eine etwas 
straffere Gestalt und eine Vereinfachung in der Herleitung von H. Kurt Schütte. 

Asser, Günter: Das Repräsentantenproblem im Prädikatenkalkül der ersten 
Stufe mit Identität. Z. math. Logik Grundl. Math. 1, 252=.263 (1950). 

An expression H of the 3 st (first order predicate caleulus with identity) is said 
to represent the set My consisting of those natural numbers n such that H is satis- 
fiable in a domain of individuals consisting of n elements. The author considers the 
problem of determining which sets of natural numbers can be represented in this way; 
in this paper he gives an arithmetic characterisation of these sets. He shows first 
that a set M of natural numbers is representable if and only if its characteristie 
function xy [Xu (m) = 0 if ne M,xu(n) =1 otherwise] is capable of being ex- 
pressed in a certain forın. Functions of this form are immediately seen to be elemen- 
tary functions in the sense of Csillag and Kalmar so that the characteristie func- 
tion of every representable set is elementary, i.e. such a set is elementarily 
deeidable. However the author shows that not every elementarily decidable set 
is representable. He does this by showing that the system of representable sets can 
be enumerated by an elementary function, and then using the diagonal argument. 
He points out that the characterisation of representable sets which he has given 
cannot be regarded as a satisfactory solution of the representation problem and he 
poses the problems of whether an inductive definition can be given of a set J of 
functions such that either 1) the sets of values of the single valued functions from J 
consist of just those sets which are representable or 2) the characteristic function 
of a set belongs to J if and only ıf it is representable. He notes that he has been able 
to prove the representability of various special sets (e. g. the set of all prime numbers). 
Another problem he poses is whether the complement of a representable set is re- 
Finally he says that his characterisation of representable sets leads to 
a new proof of the unsolvability of the decision problem for finite sets which he hopes 
to deal with in a later paper. J. ©. Shepherdson. 

Kleene, S. C.: Arithmetical predicates and function quantifiers. Trans. Amer. 
math. Soc. 79, 312—340 (1955). 

Durch Quantifizierung der Zahlvariab 


presentable. 


len rekursiver Prädikate entstehen die 
te. Die durch solche Prädikate definier- 
ht rekursiv und lassen sich, wie 


baren Mengen (Relationen) sind im allgemeinen nic 
il 
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Kleene und Mostowski gezeigt haben, nach dem Aufbau der definierenden Prä- 
dikate in eine „Hierarchie“ von Klassen einteilen. Für die Anwendungen, z. B. 
in der Theorie der Wohlordnungen, ist aber häufig die Quantifizierung von Funk- 
tionsvariablen erforderlich. Verf. untersucht die so entstehenden analytischen 
Mengen (Relationen) und zeigt, daß diese, ähnlich wie die arithmetischen, in Klassen: 
eingeteilt werden können. Die Arbeit enthält interessante Ergebnisse und könnte: 
für die Entwicklung der Metamathematik ebenso richtungweisend werden wie die be- 
kannte Darstellung der arithmetischen Hierarchie durch Verf. und Mostowski. — Es: 


seien &, -- .,&%, Variable für einstellige Funktionen von natürlichen Zahlen, o ein 

VON pm Bp5%, &abhängende berechenbare Funktion. Hängt das Be- 

rechnungsverfahren nicht von &,, . . :, &,, ab, so heißt o rekursiv und wird 9(&,... 
2 pp bp %,) geschrieben. Entsprechendes sei verabredet für Prädikate und 


Relationen. Ein unmittelbar auf ein rekursives Prädikat angewandter Funktions-- 
quantor läßt sich auf einen Zahlquantor reduzieren: Man setzt &(a)= II p 
i<® 


(p, = die (t + 1)-te Primzahl, ?7, = 2) und erhält z. B. für ein zweistelliges rekur-- 
sives Prädikat R(a,o): (Eo) R(a,o) > (Eo) (Ex) R,(a,& (2)) <> (E w) R,(a, w)) 
(R,, R, rekursiv). Dabei ist zu berücksichtigen, daß bei der Berechnung eines; 
Funktionswertes nur endlich viele x-Werte benötigt werden! Durch weitere Reduk-- 
tionsschritte läßt sieh jedes analytische Prädikat auf eine der folgenden Formen ı 
bringen (Parameter unterdrückt, R rekursiv, A arithmetisch): 
(x) (Ex) R (a,a,2), (Eo)(B) (Em) R(a,a,ß,%),... 
(Eo) (a) R(a,a,2), (6) (EB) (0) Ela, 0,ß,2),.... 

Daraus folgt bereits, daß jedes arithmetische Prädikat auch in der Form (x) (Ex) R' 
geschrieben werden kann. Auf diese analytische Hierarchie lassen sich wichtige : 
Sätze der arithmetischen Hierarchie unmittelbar übertragen: (1) Die Normaldar- - 
stellung: Es gibt z. B. ein rekursives Prädikat 77, so daß für jedes rekursive R (a,&,a) 
mit einer geeigneten Zahl e gilt (x) (E x) R(a,c, 2) <> (a) (Ex) Ti (e,a, x). (2) Der‘ 
Existenzsatz: Zu jeder der angeschriebenen Formen (außer der ersten) gibt es Re- 
lationen, die in ihr, aber nicht in der darunter bzw. darüber stehenden „dualen“ 
Form definierbar sind — und damit auch nicht in einer weiter links stehenden. Z. B. 
ist das Prädikat (E «) (ß) (Ex) RE (a, a, x) nicht in der dualen Form ausdrückbar - 
(Diagonalverfahren). (3) Der Vollständigkeitssatz: Zu jeder Form gibt es ein 
sog. vollständiges Prädikat. Z. B. ist das eben genannte Prädikat vollständig für 
die Prädikate seiner Form, d.h. jede in dieser Form definierbare Menge ist auch 
durch das genannte Prädikat definierbar, wenn man für a eine geeignete rekursive 
Funktion einsetzt. Besondere Bedeutung haben — wie in der arithmetischen 
Hierarchie — die Prädikate, die in beiden dualen Formen mit k + 1 Funktions- 
quantoren (k = 0) ausgedrückt werden können, hier kurz als (k-- 1)-Dualprädikate- 
bezeichnet. Jedes in (k + 1)-Dualprädikaten arithmetische Prädikat ist selbst ein 
(%--1)-Dualprädikat. Dagegen gibt es ein (k+1)-Dualprädikat, das nicht in Prädi- 
katen mit % Funktionsquantoren arithmetisch ist. Hier liegt eine Nicht-Analogie- 
zur arithmetischen Hierarchie vor, wo jedes (k + 1)-Dualprädikat in k-Prädie 
katen rekursiv ist. Verf. klärt dies in der nachstehend besprochenen Arbeit 
Wesentliche Aufschlüsse über die Feinstruktur der analytischen Hierarchie liefert 
eine induktiv definierte Zuordnung von Prädikaten H (a) zu den Kleeneschen 
konstruktiven Ordinalzahlnotationen y€ O (vgl. dies. Zbl. 20, 338). Ersetzt man 
in diesen Definitionen das Wort ‚rekursiv“ überall Büren rekursiv in Q“ 
(wobei @ irgendein Prädikat sein kann), so erhält man entsprechend relativierte- 


Begriffe y n. und A (a). Verf. zeigt durch Induktion über O bzw. 0°: (a) Für 
yeoO (yeo ) ist H, ein 1-Dualprädikat (22 ein 1-Dualprädikat relativ zu Q)- 
(b) Das Prädikat (a) (E x) T* (a, a, x) ist von größerem Grad (vgl. Verf. und Post 


m 
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dies. Zbl. 57, 247) als jedes 4,. Damit entstehen zwei Fragen: (1) Lassen sich um- 
gekehrt die (k+1)-Dualprädikate durch Ausdrücke ven, charakterisieren ? (2) Ist der 
Grad von TER allein durch den Grad von Q und die durch y € 0° bezeichnete Ordinal- 
zahl bestimmt ? Die erste Frage bejaht Verf. in der nachstehend besprochenen 
Arbeit, Theorem XXIV, für k=0. Die zweite Vermutung bestätigt Spector in 
J. symbolie Logie 20, 151—163 (1955). Ausführlich werden die Beziehungen zu den 
Erweiterungen der elementaren Mathematik von Mostowski [Studia philosophica 
4, 237—274 (1951)], Myhill [J. symbolie Logie 18, 115—118 (1953)] und Wang 


_ (dies. Zbl. 2, 5) besprochen. Die Konstruktion von Mostowski erfaßt alle Grade 


der H,, geht aber nicht darauf ein, daß vom konstruktiven Standpunkt bei Ordinal- 
zahlbezeichnungen die Art der Limesfolgenaufzählung eine Rolle spielt. Errata 
(vom Verf. angegeben); S. 327, Z. 5: 29 statt 30. S. 330, Z. 10: Ergänze einen Punkt 
über H2. S. 333, Z. 12: Ergänze „a,“ vor dem ersten «.Z. 22: 3": statt 3%: 5.335 
ev und 7. 8 y.0.: (2) statt &%). Z.17v.0. und 2.3 vou.: (2%) statt (2). 
W. Markwald. 

Kleene, S. €.: Hierarchies of number-theoretie predicates. Bull. Amer. math. 
Soc. 61, 193—213 (1955). 

Die Arbeit gibt eine stark zusammenfassende systematische Übersicht über die 
wichtigsten bekannten Sätze und Begriffsbildungen (überwiegend vom Verf.) zum 
Thema ‚„Definierbarkeitsklassen zahlentheoretischer Prädikate‘“, beginnend mit den 
rekursiven Funktionen und vermehrt um einige neue Ergebnisse über hyperarith- 
metische Prädikate. Die Beweise bekannter Sätze sind nur angedeutet, man erhält 
dabei reichlich Hinweise auf die Originalarbeiten. Am Schluß findet sich eine um- 
fassende Bibliographie (31 Nummern). Eine solche Zusammenfassung dieses wich- 
tigen und rasch gewachsenen Gebietes ist durchaus erwünscht und ersetzt in gewisser 
Hinsicht eine Monographie. Ob der Unbewanderte ohne Heranziehung der Original- 
literatur überall folgen kann (wie es die Einleitung verspricht), erscheint Ref. aller- 
dings fraglich. — Durch die Anwendung von Funktionsquantoren auf rekursive 
Prädikate mit Funktionsvariablen entstehen die sog. analytischen Prädikate 
(vgl. die vorstehend besprochene Arbeit des Verf.). Sie lassen sich ähnlich 
wie in bekannter Weise die arithmetischen Prädikate [vgl. Kleene, Trans. 
Amer. math. Soc. 53, 41—73 (1943)] auf pränexe Normalformen reduzieren und nach 
dem Aufbau der Präfixe in eine „Hierarchie‘“ von Klassen einteilen. Auf diese 
Hierarchie kann man viele Sätze der arithmetischen Hierarchie übertragen. — 
Prädikate mit k Funktionsquantoren (k > 0), die auch in der „dualen“ Form mit 
%k Funktionsquantoren (entstehend durch Vertauschung von „für alle“ und ‚es gibt)“ 
darstellbar sind, mögen kurz k-Dualprädikate heißen. Dualprädikate spielen 
sowohl in der arithmetischen wie auch in der analytischen Hierarchie eine wichtige 
Rolle. Z.B. sind die arithmetischen 1-Dualprädikate gerade die entscheidbaren 
Prädikate. — Verf. definiert nun eine Zuordnung von Prädikaten H,(a) zu den von 
ihm früher entwickelten konstruktiven Ordinalzahlbezeichnungen y€ O (vgl. z.B. 
dies. Zbl. 20, 338). Dann gilt der wichtige Satz: Jedes analytische 1-Dualprädikat 
ist rekursiv in einem H, für ein geeignet gewähltes y€ 0. Der Beweisgedanke ist 
verwandt mit dem des Beweises für den analogen Satz über die Entscheidbarkeit 
der arithmetischen 1-Dualprädikate. Dort wird eine Menge zugleich mit ihrer 
Komplementärmenge rekursiv aufgezählt, wobei — auf Grund des Satzes vom aus- 
geschlossenen Dritten — einmal der Entscheidungsfall eintreten muß. Hier ent- 


spricht diesem Verfahren eine transfinite Induktion über eine geordnete Menge, die 


wegen des Satzes vom ausgeschlossenen Dritten wohlgeordnet ist. Ersetzt man in den 
Definitionen der hier verwendeten Begriffe das Wort „rekursiv‘ überall durch „re- 


kursiv in Q“ (wobei Q ein beliebiges vorgegebenes Prädikat ist), so entstehen ent- 


sprechend relativierte Begriffe: 0° statt O, H? statt H,, „1-dual bez. 9“ statt 
Aizee 
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„l-dual“. Das genannte Theorem gilt wie die meisten Sätze dieser Theorie sinnge- 
mäß auch mit den relativierten Begriffen. — Verf. definiert nun eine Relation zwi- 
schen Mengen (Relationen, Prädikaten, Funktionen): „4 ist hyperarithme tisch 
in B“ (hier abgekürzt „A hyp B“) durch: Es gibt ein y aus O2, so daß A rekursiv 
ist in Hi: Ist A in einem rekursiven Prädikat hyperarithmetisch, so heißt A 
hyperarithmetisch schlechthin. Das obige Theorem gestattet, die analytischen 
1-Dualprädikate mit den hyperarithmetischen Prädikaten zu identifizieren. Die 
Relation „A hyp B“ ist für die analytische Hierarchie weitgehend analog der Re- 
lation „A rekursivin B“ (vgl. Kleene-Post, dies. Zbl. 57, 247) für die arithmetische 
Hierarchie (und nicht, wie zunächst vermutet werden könnte, die Relation ‚A arith- 
metisch in B“!). Z. B. gilt entsprechend dem bekannten Postschen Theorem: Ist 
ein Prädikat hyperarithmetisch in k-Funktionsquantor-Prädikaten, so ist es ein 
k — 1-Dualprädikat. Ob wie beim Postschen Theorem die Umkehrung gilt, ist noch 
unbekannt. — Die Relation „Ahyp Bund B hyp 4“ ist transitiv, reflexiv und sym- 
metrisch, gestattet also die Definition von Äquivalenzklassen, den sog. Hypergraden, 
die den bekannten Graden rekursiver Unlösbarkeit (vgl. Kleene-Post, loc. cit.) 
analog sind. Wie bei den Graden gibt es vollständige Hypergrade. Neu ist ferner die 
Konstruktion eines rekursiven Prädikates R(x, x), derart, daß (Ex) (x) R(«, &) 
wahr, aber (x) R(«, x) falsch ist für jede in hyperarithmetischen Prädikaten rekursive 
Funktion «. Errata (vom Verf. angegeben): S. 200, Z. 31: 29 statt 30. S. 211, Z. 26: 
R*%* statt R®. W. Markwald. 


Grzegorezyk, A.: Computable functionals. Fundamenta Math. 42, 168—202 
(1955). 

The funetionals considered are functions @ (a, - » .,% 5 % - - -, %,) of Il one-place 
number-theoretie functions and n natural numbers as arguments and taking natural 
numbers as values. The author defines the class X of computable functionals as the 
least class containing the four particular functionals U (a, x) =x(x), —(&, x, y) = 
x—y, T(o,x,y)=%%, 8S(6,2)=x-+1 and closed under substitution, identifi- 
cation of two variables, and application of the least-number operator with the 
existence condition. He also considers briefly the classes obtained by replacing the 
least-number operator by the operation of simple induction and by the operation of 
limited induction. In $ 2 he proves various properties of K and these other classes. 
[Some of these can now be obtained more simply via Kleene’s result (Nederl. 
Akad. Wet., Proc. Ser. A, 59, 275—280 (1956)) that X coincides with the class of 
(general) recursive functionals.] He also introduces the Banach-Mazur concept of 
computable functional, viz (a, .,%, &% -- -, %,) iS computable in the sense of 
Banach-Mazur if, for each I-tuple, y,(y, 8), . - .,y,(y, t) of two-place recursive func- 
tions, the funetion » defined, by Y(Yyı-.. Yo &pe: >; %,) = pt (y:b),- 
„Alp (Yy5 0), %u...,%,) is recursive. He shows that all elements of K are 
computable in the Banach-Mazur sense but that the converse is false (See also 
Kleene l. cit.). He shows also that all elements of K can be written in the form 
P&n.- pp.) = lim w(a, (m),...,&; (m), %p*.,%,) where w is re- 


M—>OO 
cursive and &(f) ee ve but that there exist functions representable in 


this form which are not even Banach-Mazur computable. He asks whether every 
functional representable in this form which is Banach-Mazur computable also belongs 
toK. Kleene,l. c., has answered this question negatively. The main theorem of the 
paper is the Uniformity Theorem that for each p(&, x) € K there exists ıB)EeK 
such that for allß and » and all dominated by ß the value of 9(&, x) is determined 
by the first 4(ß,x) values of & (and similarly for functions of more variables). 
(Kleene,l. c. has since given a much shorter proof of this.) In $ 4 the author applies 


the Uniformity Theorem to computable analysis. He makes the definitions: a real 
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number a is computable if there exists a recursive function f such that |a— f(n)/(n+1)| 
= 1/(n +1) for alln; a real sequence {a,} is computable if there exists a recursive 
function f such that for all n, k |a,— f(k, n)/(n+1))<1/(n+1); areal funetton: is 
computable if there exists a functional DE K such that en any funetion fand = 
real number a, |a— f(n)/(n+ 1))<1/(n + 1) for all n implies Ip (a) — Bf, n)/(n-—+1)| 
< 1/(n + 1) for all n. (Negative real numbers and functions over them can easily 
be dealt with by replacing the function and functionals here by the difference of 
two funetions or functionals.) Amongst the results obtained are the following: a 
function computable in this sense is computable in the Banach-Mazur sense (i. e 
for each computable sequence the sequence of values is computable), it is computably 
uniformly continuous in any segment, its maximum in a segment is a computable 
function of the end points of the segment; the computable numbers form an algebrai- 
cally closed field; there exists a computable function which is not differentiable at 
any point. Finally the author gives an alternative definition of the class of compu- 
table real functions and mentions some unsolved problems, e. g. is the maximum of 
a computable function attainted in a computable point, is the derived function of a 
differentiable computable function computable ? J. C. Shepherdson. 


Lacombe, Daniel: Extension de la notion de fonction r&cursive aux fonctions 
d’une ou plusieurs variables reelles. II. II. C. r. Acad. Sci., Paris 241, 13—14 
151—153 (1955). 

The author continues the treatment of recursive functions of a real variable 
which he began in I. (this Zbl. 65, 2). He gives an equivalent method of defining 
such functions and proves various theorems, e. g. every such function is recursively 
uniformly continuous, if fis a strietly increasing recursive function in [a, 5) then ft 
is recursive in [f(a), f(b)]. (Compare Grzegorcezyk, preced. review.) 

J. CO. Shepherdson. 

Kuzneeov, A. V. und B. A. Trachtenbrot: Untersuchung der partiell-rekur- 
siven Operatoren mit den Mitteln der Theorie des Baireschen Raumes. Doklady Akad. 
Nauk SSSR 105, 897—900 (1955) [Russisch]. 

The operators considered are partial recursive (p.r.) operators g= T[f] 
where fis a function of one variable and g isa function of one variable or a constant. 
Or denotes the domain of full definition (d. f.) of the operator T, i.e. the set of all 
those fully defined functions f for which T [f] is also fully defined. The author gives 
examples to show how diverse the sets O„ can be. He then correlates each fully 
defined function f with the point <f(0), f(1),. . . of the Baire space J. A primitive 
recursive enumeration ö" of the Baire intervals is given and a set is called effectively 


00 
open if it is representable in the form U sem) where a(n) is general recursive. 
1 


ne 
Effective G;, F,,@s ete. are defined similarly. Theorem 1: Every p.r. operator 
g= Tff], considered over J on!y, has a representation in the form g(x) = 
b(utife da(z.))) where a and b are primitive recursive. Theorem 2: A necessary 
and sufficient condition that there exists a p. r. operator T such that Or =M is 
that M be an effeetive Gs. Effeetive continuity, uniform continuity, compaetness 
and boundedness are then introduced and their relations investigated,e.g. Theorem 3: 
Every p.r. operator gives an effeetively continuous mapping of its d. f. into J. 
Theorem 4: A mapping which is effectively continuous on an effeetively compact 
set is effeetively uniformly continuous on it. Theorem 5: I T is a p.r. operator 
then on any effectively closed M CO it is general recursive. Finally various 
results are proved which bear on the problem of which functions are redueible to 
effectively closed points. J. ©. Shepherdson. 


Markwald, W.: Zur Eigenschaft primitiv-rekursiver Funktionen, unendlich 
viele Werte anzunehmen. Fundamenta Math. 42, 166-167 (1955). 
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Let Q(k, n) be a general recursive function which is universal for the primitive 
recursive functions and let Y=E,| lim @(k,n) = = be the set of all numbers k 


N >00 
which (via @) represent primitive recursive functions with infinite domains of values. 
Mostowski has shown that Y is a non recursively enumerable // 2’ set and has asked 
whether Y can be a &// set. The author shows that for one particular @ this is not 
the case. J. ©. Shepherdson. 


Mostowski, A.: Examples of sets definable by means of two and three quantifiers. 
Fundamenta Math. 42, 259 —270 (1955). 

The author investigates the sets of those integers y for which un Zen 
exists and belongs to a preassigned class of real numbers, where « is a primitive 
recursive function. A typical result is that the family of sets E, [lim 10” (x, y) 

>00 
exists and is equal to 0] obtained by letting x run through all primitive recursive 
functions, coincides with Q,) i.e. the family of sets having the form 
E,1,2, 21, @ı4y, u,o,w) =) 
where ® is recursive. Many results of this kind are obtained. They yield effective 
examples of sets definable by means of two or three quantifiers but not definable 
by a smaller number of them. J.C. Shepherdson. 


Algebra und Zahlentheorie. 


© Kochendörfier, Rudolf: Einführung in die Algebra. (Hochschulbücher für 
Mathematik, Bd. 18.) Berlin: VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften 1955. XI 
316 S. DM 23,60. 

Die nicht ganz leichte Aufgabe, ein einführendes Lehrbuch in die Algebra zu 
schreiben, welches den Leser von allgemein bekannten Grundlagen aus ‚‚in Etappen 
und in Anlehnung an das Gewohnte in die abstrakten Höhen der modernen Algebra‘‘ 
hinaufführt, ist hier in origineller und ausgezeichneter Weise gelöst worden. Denn 
in diesem wie auch in ähnlichen Fällen ist es notwendig, einen Kompromiß zwischen 
zwei einander widerstreitenden Forderungen zu schließen, deren erste nach der 
induktiven Methode verlangt, um durch Sammlung von vorbereitenden Beispielen 
das allmählich aufhellende Verständnis beim ersten Studium zu erleichtern, während 
die zweite die deduktive Methode bevorzugt, wonach aus wenigen klaren Begriffen 
und Axiomen die allgemeine Theorie und ihre Spezialisierungen einheitlich und in 
größter Übersichtlichkeit abgeleitet werden sollten. Der Weg vom Besonderen zum 
Allgemeinen ist der ursprünglich vom forschenden Geiste mühsam aufgefundene 
Pfad zur Erkenntnis, während der umgekehrte Weg vom Allgemeinen zum Be- 
sonderen der die Unwissenheit belehrenden Weisheit besonders angemessen ist. 
Der erste führt zum Verständnis der Wissenschaft, der zweite zu ihrer Beherr- 
schung. Der erste Weg verbirgt nicht die Mängel des mühevoll und in vielen‘ 
Irrwegen fortschreitenden menschlichen Geistes, während der zweite nach Abschlei- 
fung aller Unvollkommenheiten nur mehr die kristallene Form der logischen Zu- 
sammenhänge offenbart. — Die vorliegende Einführung ist in drei Teile gegliedert, 
deren erster, von gewissen Grundbegriffen wie Mengen und algebraischen Strukturen 
ausgehend, zunächst den Ring der ganzen rationalen Zahlen abhandelt, woran sich 
eine kurz gefaßte Theorie der Gruppen und der Ringe, speziell der Polynomringe 
anschließt. Der zweite Teil enthält Körper und Körpererweiterungen, die Auf- 
lösung algebraischer Gleichungen auf Grund der Galoisschen Theorie und ein letztes 
Kapitel über Bewertungen, welches der gegenwärtigen Überbewertung dieser Theorie 
auf Rechnung zu setzen ist. Im dritten Teil werden Darstellungsmoduln eingeführt 
und daraus einige Sätze der Matrizenrechnung abgeleitet: es folgen zwei Kapitel 
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über Algebren und deren Darstellungen. Eine Aufgabensammlung und ein aufschluß- 
reiches Literaturverzeichnis beschließen dieses sich auch in Druck und Ausstattung 
vorzüglich präsentierende Lehrbuch. W. Gröbner. 
e Miller, Frederie H.: College algebra and trigonometry. A basic integrated 
course. 2"ded. New York: John Wiley & Sons, Inc. 1955. 342 p. 3 4,50. 
Sehulze, Herbert: Über die Reihenentwicklung des Ausdruckes a” + P". 
'Z. angew. Math. Mech. 35, 462—463 (1955). 


'Kombinatorik: 


® Lindgren, H.: From necklaces to number theorems. Math. Gaz. 39, 13—19 
1955). 

Verf. bestimmt die Anzahl der (geschlossenen) Perlenketten, wenn gefordert 
wird, daß keine zwei aneinanderstoßenden Perlen dieselbe Farbe haben sollen, N+ 1 
Farben zur Verfügung stehen und die Perlenanzahl der Kette gleich n sei. Die ge- 
suchte Anzahl ermittelt sich leicht rekursiv zu Nr — (— 1)" N. Verf. untersucht 
weiterhin Teilbarkeitseigenschaften dieses Wertes. Ist z.B n=p eine Primzahl, 
so ergibt sich, da Ketten, deren Perlen sich nur durch eine zyklische Vertauschung 
unterscheiden, identisch sind, 7? —- N=0(p), also der kleine Fermatsche Satz. 
Für beliebiges n gewinnt Verf. die bekannte Kongruenz Pa Neid — () (n).-— 

n 


Ist n= p%ı - - - p% die kanonische Zerlegung von n und bildet man ein Polynom der 
Form N a;,.,, pP. pe= Nat (kurz geschrieben), wobei Py)-+» ß, 29 
beliebig ganze Zahlen sind, so behauptet Verf. „Aus (1) N at=0(e(n)) folgt 
NaNt=0(n) für alle N und umgekehrt“. Hierbei sei (1) nicht lediglich eine 
numerisch richtige Relation, sondern eine algebraische‘‘, was Ref. unklar blieb. 
Falls man interpretieren soll, daß (1) für alle n gültig sei, so wird der Begriff des 
Polynoms N at unklar. _ Weiterhin betrachtet Verf. die Anzahl solcher Ketten, in 
denen außer obigen Forderungen noch die vorletzte Perle eine andere Farbe als die 
erste und die letzte Perle eine andere als die zweite hat. H. Ostmann. 

Hillman, Abraham P.: On the number of realizations of a Hasse diagram by 
Tinite sets. Proc. Amer. math. Soc. 6, 542—548 Moda): 

Sei N eine endliche Menge von n Dingen. Gefragt wird nach der Anzahl von 
Systemen von Teilmengen von & mit gegebenem Hasse-Diagramm. Im Anschluß 
an ein (vermutlich unpubliziertes) Ergebnis von G. N. Raney für Systeme von zwei 
Teilmengen, gibt Verf. die Lösung dieses Problems für Systeme von weniger als 
fünf Teilmengen für beliebiges n und alle möglichen Hasse-Diagramme. 

G. H. Müller. 


Lineare Algebra. Polynome. Formen. invariantentheorie: 


e Mirsky, L.: An introduction to linear algebra. Oxford: At the Clarendon 
Press 1955. XI, 433 p. 35 s. net. 

Dieses Lehrbuch will eine systematische Einführung in die lineare Algebra 
geben, die ohne algebraische Vorkenntnisse gelesen werden kann. Diese Absicht 
wird voll erreicht. Als Skalarbereich wird dabei stets ein Unterkörper des Körpers 
der komplexen Zahlen genommen. Die Kapitelüberschriften geben einen unge- 
fähren Eindruck von der Fülle des behandelten Stoffes: Determinants. Vector 
spaces and linear manifolds. The algebra of matrices. Linear operators. Systems 
of linear equations and rank of matrices. Elementary operations and the concept 
of equivalence. The characteristic equation. Orthogonal and unitary matrices. 
Groups. Canonical forms. Matrix analysis. Bilinear, quadratic and hermitian forms. 
Definite and indefinite forms. Die engen Beziehungen zur Geometrie sind an meh- 
reren Stellen ausführlich erläutert. Zahlreiche, den einzelnen Kapiteln angefügte 
Aufgaben dienen weniger dem Einüben als vielmehr der Ergänzung des Stoffes. — 
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Das Beginnen mit den Determinanten läßt einen zuerst befürchten, der Verf. wolle: 
sich eng an längst überholte Auffassungen von linearer Algebra halten. Erfreulicher- 
weise ist das nicht der Fall, und die Voranstellung der Determinanten entspricht wohl 
nur dem Wunsch, sich einer gewissen Unterrichtstradition anzupassen. Allerdings 
werden im folgenden die nichtinvarianten Begriffe (z. B. Matrix) vor den invarianten 
(z. B. lineare Abbildung, hier: linear operator) behandelt; doch treten dadurch die 
letzteren durchaus nicht in den Hintergrund. Die verschiedenen Vor- und Nachteile 
beider Begriffsarten werden sehr gut auseinandergesetzt. Den Namen ‚‚vector space‘“ 
behält der Verf. den Räumen aus Zahlen-r-tupeln vor; das, was man in der Algebr 
sonst meistens ‚„Vektorraum‘“ nennt, wird als „linear manifold‘“ bezeichnet. Im 
Kap. IV vermißt man den Satz, daß dem Produkt zweier linearer Abbildungen bei 
passender Basiswahl das Produkt ihrer Matrizen entspricht. Eine determinanten-, 
freie Theorie der linearen Gleichungssysteme fehlt; eine solche wird nur an einem 
Beispiel kurz angedeutet. Am Schluß von Kap. VI findet man eine axiomatischet 
Kennzeichnung des Determinantenbegriffs. Das Gruppenkapitel behandelt aucht 
Gruppen singulärer Matrizen und den Begriff des invarianten Teilraumes bei einerı 
Gruppe linearer Abbildungen. Die Herleitung der Jordanschen Normalform würdet 
nach Meinung des Verf. aus dem Rahmen des Buches fallen; er begnügt sich daherı 
in Kap. X mit einer Normalform aus diagonal aneinandergereihten Dreiecksmatrizen, 
von denen jede nur einen einzigen Eigenwert hat. — Auf die folgende Inkonsequenz7 
sei noch hingewiesen, obwohl sich diese in ähnlicher Form auch in vielen anderen 
Lehrbüchern findet. Auf S. 169 wird zwar ausdrücklich zwischen function und func- 
tional value unterschieden; trotzdem machen andere Stellen des Buches (z. B. S. 58, 
113, 114, 255, 353) diesen Unterschied nicht. So erscheinen denn die bilinearenr 
Operatoren als Funktionswerte und nicht als Abbildungen. Auf S. 342 macht sichr 
die Nichtunterscheidung von Funktion und Funktionswert unangenehm bemerkbar 
und veranlaßt den Verf. bei Theorem 11. 3. 2 zu einer besonderen Erläuterung. Ver- 
mutlich muß man diese Nichtunterscheidung auch für den merkwürdigen Satz auf 
S. 205 verantwortlich machen: The possibility of expressing every rational function 
of a matrix as a polynomial marks a vital point of difference between matrix algebra: 
and the algebra of numbers. G. Pickert. 

e Monjallon, Albert: Initiation au caleul matriciel. Matrices, döterminants,, 
applications ä l’algehre et A la g&omötrie analytique. Paris: Librairie Vuibert 1955.. 
131/p.,. 700,8, 

Das für Vorbereitungsklassen zum eigentlichen Hochschulstudium der Natur-- 
wissenschaften bestimmte Büchlein gibt eine leicht faßliche, klar und sauber geschrie- 
bene Einführung in den Gegenstand. Es behandelt den Matrizenkalkül, Determi- 
nanten, Theorie der linearen Gleichungen, das Wichtigste zum Eigenwertproblem, 
Anwendungen aus der Geometrie sowie einen Abschnitt über quadratische Formen. 

Ä R. Zurmühl. 

e Cahen, G.: Elements de caleul matriciel. Paris: Dunod 1955. VI, 94 p., 18 
illustr. Fr. 540. 

Das Heft enthält eine einführende, auf die Bedürfnisse des Ingenieurs zuge- 
schnittene Darstellung der Matrizenalgebra, die in vier Kapitel gegliedert ist: Matri- 
zenkalkül, Eigenwerte und Eigenvektoren, Funktionen einer Matrix, Anwendung 
auf elektrische Netze. Der Begriff der Matrix wird an Hand der linearen Transfor- 
mationen eingeführt, bei der Erörterung der Eigenwerte und der Eigenvektoren be- 
schränkt sich Verf. auf den Fall, daß die charakteristische Gleichung der Matrix 
lauter einfache Wurzeln besitzt, und bringt ein elementares Iterationsverfahren zur 
Bestimmung der Eigenwerte. Im Anschluß an die Hamilton-Cayleysche Gleichung 
werden einige elementare Funktionen einer Matrix studiert. Das letzte Kapitel handelt 
von Anwendungen auf die Vierpoltheorie, auf elektrische Leitungen mit gleichmäßig 
verteilten Kennwerten und auf die allgemeine Theorie der elektrischen Netze. Ein 
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ziemlich umfangreicher Anhang bringt für jedes Kapitel zahlreiche gut ausgewählte 
Übungsaufgaben. W.Qwuade. 


Conte, Luigi: Sui determinanti ortosimmetriei di funzioni eircolari. Archimede 
7, 270—271 (1955). 

Ref. hatte gezeigt (dies. Zbl. 56, 251), daß eine Hankelsche Determinante 
| Am) (x, 8; x) der Ordnung m > 3 mitden Elementen a,,= sin [x+(r+s—2)P] x, 
wo r,s=1,2,...,m, bei festen reellen «, ß den Wert 0 hat, und ebenso die ent- 
‘sprechende, mit Cosinus statt der Sinus gebildete Determinante BW (x, ß; &). 
_ Verf. gibt hier einen sehr kurzen Beweis dafür, der bei ungeradem m so verläuft: 
Fügt man die ersten m — 1 Spalten zur letzten hinzu und ersetzt jede dieser m 
Summen nach bekannter Winkelformel durch ihren eingliedrigen Wert, so stimmt 
_ die neue letzte Spalte mit einer früheren überein. Bei geradem m ähnliches Ver- 


fahren, mit Bevorzugung der vorletzten Spalte. — Verf. gibt zwei weitere trigono- 
metrische Determinanten vom Werte 0 an, die man erhält, wenn man in A, Bw 
von jeder Spalte die vorhergehende abzieht. L. Koschmieder. 


Mitrinoviteh, Dragoslav $.: Sur le döterminant de Stern generalise. Bull. Soc. 
Math. Phys. Serbie 7,:153—160, serbo-kroat. Zusammenfassg. 160 (1955). 


Let D, „ denote the n-th order determinant whose m-th row is 1, E a 


In [ !m Im\ 7 | n—t 
FE.) (k+ ar je > ‚ let V, denote the alternant |r*—| and o, denote 


the k-th elementary symmetrie function of r,, 79 ...,7,. The author shows that 
n—k 
BEr2N (LE HL nl] D, = VEN 0 
0 
where 
Ci +1 
Ay = Ap+1,a—ı Sp+1— Ap+2,0—2 Bot: + N minor 

Ss being Stirling numbers of the first kind. Explieit forms are given for A, „, when 
1, 253,4. F. W. Ponting. 


Ostrowski, Alexandre: Sur les determinants & diagonale dominante. Bull. Soc. 
math. Belgique 7, 46—51 (1955). 
Verf. berichtet über verschiedene neueste Forschungen betreffend Determi- 
nanten, deren Hauptdiagonalglieder für den Wert weitgehend ausschlaggebend sind. 
L. Holzer. 


Ostrowski, A. M.: Note on bounds for some determinants. Duke math. J. 
22, 95—102 (195). 

Eine n-reihige quadratische Matrix A= (a„) nennt Verf. eine M-Matrix, 
wenn alle a,. > 0, alle Elemente außerhalb der Hauptdiagonale nicht positiv und 
alle Hauptminoren der Ordnungen 1,2,..,n positiv sind. Mit d,(A) oder kurz d, 
bezeichnet Verf. den Ausdruck (1) d„(A) = a. — > la|. Ist d,(A)> 0 für 


vu 
jedes u, so spricht Verf. von einer Hadamard-Matrix. Sind dann alle außer der 
Hauptdiagonale stehenden Elemente nicht positiv, so spricht Verf. von einer Min- 
kowski-Matrix. Ist d, (4) = 0 für mindestens ein w und stets d, (4) >0(, so nennt 
Verf. dies eine uneigentliche Hadamard-, bzw. Minkowski-Matrix. Geht bei Er- 
setzung jedes a,, durch — jaw| w Fu) aus der Matrix eine M-Matrix hervor, so 
nennt Verf. die ursprüngliche eine H -Matrix. Weiter sei A, = max Q,,, 4, = MIN Ay, 
+ zu fürua>0, wel für u<(. Zunächst berichtet Verf. über einige neueste 
Forschungsergebnisse. Seine Hauptresultate bestehen in den fünf Sätzen: [1]: Sind 


alle a, und de), alle a, +d,> 0, so gilt: 


Pu | DE; 


»—ı 
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— [2]: Sei A beliebig komplex (in allen andern Fällen ist A als reell angenom- 
men), sei für jedes u erfüllt &, = ja..|-— I la„| > 0, sei a, = min la.,| und 
v u 
geltenoch (u —=]1,...,n): &, 1 0, > 02 Dannlist 
Rn 


abs |4] > |1 — 3 en = II 1n0,). 


[3]: Gilt a „> n A, — N a,, für alle u, soist [A| >0. [4]: Sei A, die (n— 1)- 
vu R 
reihige Determinante A, = (au —au)| wv=h...n; mv=+k). Sind alle: 
4,20, so nennt Verf. A halb-monoton. Nun gilt: Ist (2), (3) erfüllt, (2) a. — = a, 
u 


= (n — 2) auZ 0, (u= Im n): (3) Ayın = > Ga AL = 0, (u = Im on N),, 
= 


v HA 
so ist A halb monoton. Ist (2) erfüllt, gilt überdies [3] in der schärfern Form: Aus: 
ut Fa, -nA>0, folgt -|A>0. [5]: It d,(A)> (Rn 2) A, (vi 
> un so ist A eine halbmonotone Hadamard-Matrix. L. Holzer. 

Hua, Loo-Keng: Inequalities involving determinants. Acta math. Sinica 5,, 
463—470 und engl. Zusammenfassg. 470 (1955) [Chinesisch]. 

Let I be the unit matrix, and let X,,...,X,, be arbitrary complex matrices, , 
all of n rows and columns; further let 0> 0 bea constant. Denote by X, X’, andl 
d(X) the complex conjugate, the transposed, and the determinant of X. The author: 
proves the following general inequality. „If the Hermitean matricees I—X,X,, 
(=1,2,...,m) are positive definite, then the Hermitean matrix 

(d (I 5 N Me el 
is positive semi-definite‘“. The proof is based on determinant identities from the: 


representation theory of the linear group. — For m=2 the author further obtains: 
the stronger inequality |d(7 — X, X)? > d(T— X, X) dI-X,X,) + AX-Xy),. 
if again I-X, X, >0, I-X,%>0. K. Mahler. 


Collatz, L.: Über monotone Systeme linearer Ungleichungen. J. reine angew. 
Math. 194, 193—194 (1955). 

Eine quadratische n-reihige Matrix A mit reellen Elementen a,, heißt monoton: 
oder von monotoner Art, wenn aus Ar > 0 folgt > 0 (x Vektor mit reellen 
Komponenten). Das Zeichen > bei Vektoren bedeutet, daß es für sämtliche Kompo-- 
nenten gilt. Für die Monotonie einer Matrix A ist notwendig und hinreichend, daß: 
alle Elemente von A=!nichtnegativ sind. Ein einfach nachprüfbares, determinanten-: 
freies, hinreichendes Kriterium gibt der Satz: Ist a, a0 fürjek, zerfällt 
nicht und gibt es schließlich einen Vektor 9 > 0 und einen vom Nullvektor ver- 
schiedenen Vektor >20 mit Ay=tr, dann ist A eine monotone Matrix. — Der 
Satz ist von Bedeutung für die Fehlerabschätzung bei den Näherungslösungen ver- 
schiedener Anfangs- und Randwertaufgaben gewöhnlicher und partieller Differential- 
gleichungen. G. Schulz. 

Stojakovid, M.: Sur les proprist6s d’une classe de matrices. Acad. Serbe Sci., 
Publ. Inst. math. 8, 33—36 (1955). 

Der Verf. knüpft an den folgenden von ihm E. Egervary (1954) zugeschriebenen 
Satz an: Satz I. Wenn sämtliche Diagonalminoren aller Ordnungen einer reellen 
quadratischen unzerlegbaren Matrix A positiv und alle Nichtdiagonalelemente 
nichtpositiv sind, dann sind sämtliche Elemente der inversen Matrix 4-1 positiv. — 
Der Referent gestattet sich zu bemerken, daß dieser Satz bereits 1937 in der Arbeit 
des Referenten: ‚Über die Determinanten mit überwiegender Hauptdiagonale“, 
(dies. Zbl. 17, 290), Zusatz zu Satz II, aufgestellt und bewiesen wurde. — Der Verf. 
gibt nun einen neuen und recht instruktiven Beweis von Satz I und leitet sodann 
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laraus den folgenden Satz her: Sei A eine reelle quadratische Matrix der Ordnung n 
ınd % eine feste der Zahlen 1, 2,..., rn. Man fasse die k-te assoziierte Matrix B Ei A 
ns Auge, deren Elemente alle Minoren k-ter Ordnung von A sind. Für B mögen die 
Voraussetzungen des Satzes I zutreffen. Dann sind in der zu A inversen Matrix alle 
Minoren k-ter Ordnung positiv. , A. Ostrowski. 

Matschinski, M.: Über eine Form der Lösung linearer Gleichungssysteme. Por- 
sugaliae Math. 14, 133—139 (1955). 

Es handelt sich um eine Modifikation des Cholesky-Verfahrens zur Dreiecks- 
zerlegung einer symmetrischen Matrix X in der Form Y = €’ D”!€ mit der oberen 
Dreiecksmatrix € unter Zwischenschalten einer Diagonalmatrix ®, wodurch die 
Zerlegung auch im Falle einer nicht positiv definiten Matrix W reell verläuft. Das 
Gleichungssystem Ar =c verwandelt sich dabei inCr=J' mit CE = (c,), [= 

= (C,), D = Diag (c,, C,), wobei von den Diagonalelementen c,,, C,, die 
inen noch frei wählbar sind, z.B. C,,=1. Dann erscheint die Lösung mittels 
ehrmatrix in der Form rt = I"DTe. R. Zurmühl. 


Stojakovic, Mirko: On an elementary derivation of Cramer’s rule. Bull. Soc- 
fath. Phys. Serbie 7, 243—244 u. serbische Zusammenfassg. 244 (1955). 
Goddard, L. S.and H. Schneider: Pairs of matrices with a non-zero eommutator. 
roc. Cambridge philos. Soc. 51, 551—553 (1955). 
Es seien A, B, X und K Matrizen mit Elementen in einem Körper F von den 
rdnungen nx n, mx m,nx m und m x n. Wie bekannt, ist AI, - X K| = 
nm |[„— KX|, und wenn AX=XB, dann haben A7„— A| und A7„—B| 
inen gemeinsamen Teiler von Grad r, wo r der Rang der Matrix X ist. Diese beiden 
esultate, ein Satz von A. Brauer (dies. Zbl. 46, 12), und andere vor kurzem be- 
iesene Sätze sind in dem folgenden Satz enthalten: It AX=X B, und hat X 
en Rang r, dann gilt 1A 1,„—f(A,X K)|=9(A)p(A), AI„—fB,KX)|=0() ga), 
o (i) 6(A), p(A), q(A) Polynome in F[A] von den Graden r,n—r und m—r sind 
nd (ii) p(A) und g(A) Faktoren von A I„—f(A, 0)| und |A7„—f(B,0)|. (Es sei 
bemerkt, daß die Koeffizienten von p(A) und g(4) auch dann sogar in F enthalten 
sind, wenn die Elemente von K in einem Erweiterungskörper von F liegen.) Unter 
denselben Bedingungen hat das Paar von Matrizen A, XK die Eigenschaft P (oder 
die Eigenschaft L) wenn das Paar B, KX dieselbe Eigenschaft hat und umgekehrt. 
H. Schneider. 


Terracini, Alessandro: Matriei permutabili' con la propria derivata. Ann. Mat. 
pura appl., IV. Ser. 40, 99—112 (1955). 

Sei A= A(t) eine n x n-Matrix, deren Elemente reelle oder komplexe Funk- 
tionen einer reellen Variablen t sind, und A’(t) die Matrix der Ableitungen. Es ist 
bekannt, daß aus (*) Ad) A’(l) = A’(t) A(t) die „endliche Vertauschbarkeit“ 
(e. V.), d.i. A(t)) Alto) = A(t,) A(t), folgt, wenn A(t) in dem in Rede stehenden 
t-Intervall nicht-derogatorisch ist, d.h., wenn das Minimalpolynom von A (t) den Grad 
nhat. Es ist auch bekannt, daß diese hinreichende Bedingung nicht notwendig ist. 
Verf. studiert Klassen von auch derogatorischen Matrizen A (t), für die aus (*) die 
e. V. folgt oder durch gewisse Zusatzbedingungen der Form AWA= A Aw 
erzwungen wird. Wenn alle Wurzeln des Minimalpolynoms einfach sind, kann man 
4’ leicht als Polynom in A darstellen, dessen Koeffizienten skalare Funktionen von t 
sind, falls (*) gilt; das hat e. V. zur Folge. Für die weitere Untersuchung bildet der 
folgende Satz die Grundlage: Sei A = At) eine Matrix mit r verschiedenen Wur- 
zeln und der Segreschen Charakteristik [(nı.s Mı,a—ı mM) (er 0 ))» 
daB A-A)ra,...(A—A)”© die Elementarteiler zur Wurzel A, sind. Sei 


. 


ferner m die kleinste positive ganze Zahl derart, daß 


r si e 
2m =D Nr 
i=1 j= 
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ist. Ist dann A vertauschbar mit den Ableitungen ungerader Ordnung A’, A”, ... 

.., Am), so gilt e. V. Der Beweis benutzt den Satz von Frobenius, wonac: 
die genaue Anzahl der mit A vertauschbaren linear unabhängigen Matrizen gerade 
ist. Indem man eine größere Anzahl von Ableitungen ungerader Ordnung mit . 
vertauschbar voraussetzt, kann man die Heranziehung des Frobeniusschen Satze 
umgehen. Weiterhin wird der Fall [(21...1)] für n> 3 betrachtet. Insbesorı 
dere wird angenommen A=m(t) E+(b,(t)n,()) mit der Nebenbedingun 


5 b,n, = 0, so daß die zu A gehörige projektive Abbildung eine „spezielle Homc 
i=1 Ber: 
logie“ mit dem Zentrum 5 und der Achsenebene mist. Dann ist (*) gleichwertig mı 


der Bedingung Bs b,n,= 0, was geometrisch bedeutet, daß die Homologie-Achserr 
i=1 


ebene die Kurve der Zentren 5(t) in dem entsprechenden Zentrum 5 berührt. Not 
wendige Zusatzbedingungen der oben genannten Art werden angegeben, unter dene? 
e. V. aus (*) folgt. Ähnliche Ergebnisse werden hergeleitet für eine Matrix A mi 
der Segreschen Charakteristik [(221...1)] u. a., insbesondere für Matrizen dee 
Form A=mE+(b,n,)-+ (,ö) mit zusätzlichen Inzidenzbedingunge: 
Sbn,= 36.4, = >3bu,=-36,n,=0. Für n=3 folgt aus’dem Hauptsa® 
daß allein im Falle der Segreschen Charakteristik [(2 1)] die e. V. nicht aus (*) folgti 
e. V. wird jedoch erzwungen, wenn man dazu noch die Bedingung A A” = A". 
annimmt. Für n = 4 gilt gleiches im Falle der Matrizen A mit den Segresche: 
Charakteristiken [(21) 1], [3 1)], [(2 11)]. Die Untersuchung zeigt, daß BetracH 
tung der vielen Einzelfälle hier unvermeidlich ist, daß also über den nicht-derogatorr 
schen Fall hinaus ein einfaches allgemeines Resultat nicht zu erwarten ist. 
H. Schwerdtfeger. 

Ostrovskij, G. M.: Über die Konstruktion von Stabilitätsgebieten. Avtomat 
Telemech. 16, 501—507 (1955) [Russisch]. 

Handelt es sich um eine charakteristische Gleichung vom Typus N a, pr —=({ 
so sind die in Frage kommenden Stabilitätskriterien durch die Positivität de: 
Hurwitzschen Determinanten gegeben. Für n= 4,5,6 und positive a, wird de: 
Einfluß der Koeffizienten untersucht, indem ein geeignetes Paar der Koeffizeinten « 
ins Auge gefaßt wird, in dem die höchste zu betrachtende Hurwitzsche Determinant: 
quadratisch ist. In der betreffenden Ebene ergibt sich als Rand des ‚‚Stabilitäte 
gebietes“ ein Kegelschnitt, während die Hurwitz-Bedingungen niedrigerer Ordnun. 
nur linear werden. Die übrigen Koeffizienten a, spielen dabei nur als Paramete 
eine Rolle. Der Einfluß der Variation dieser Parameter auf die Deformation de 
Kegelschnitts wird untersucht, wobei die Invarianten der Kegelschnittsgleichun, 
sich als nützlich erweisen. In den betrachteten Fällen ergibt sich so eine gute Be 
herrschung der Situation. A. Ostrowski. 

Moyls, B. N. and M.D. Marcus: Field convexity of a Square matrix. Proc 
Amer. math. Soc. 6, 981—983 (1955). 

Der Wertebereich (A) einer komplexen n-reihigen Matrix A — (a,.), d.h 
die Menge der Werte S2,a.,2 für N Ber — 1, ist bekanntlich ein konvexe 
Bereich der Zahlenebene, der insbesondere die konvexe Hülle %(A) der Menge de 
Eigenwerte von A umfaßt. Für normale Matrizen besteht bekanntlich die Gleichun, 
W(A) = B(A). Verff. zeigen, daß umgekehrt im Falle n < 4 jede Matrix A 
für die W(A) = W(A), auch normal ist, während im Falle n > 5 auch ander 
Matrizen diese Eigenschaft besitzen. Es lassen sich für diese kennzeichnende Be 
dingungen angeben; sie sind Dreiecksmatrizen mit genau festlegbaren Eigenschafteı 
unitär-ähnlich. W. Specht. 


Hodges, John H.: Representations by bilinear forms in a finite field. Duke math 
J. 22, 497—509 (1955). 


Let A, B denote matrices with elements in GF (9); the author finds the numbe 


h 


sich aber auch direkt durch die Formel D, — Max| i Min Ira a 
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yf matrices U, V, with assigned dimensions and with elements in @#'(g), for whie 
UA V=B. The method is that of earlier papers by L. Carlitz a the > 
(this zbl. 55, 13; 56, 17; 65, 248) for the analogous problems for symmetric, skew- 
symmetric, and hermitian matrices. As in these earlier papers, the results are used 
to solve problems on bilinear forms in @F'(q, x], and on partitions of matrices. 

i x M.C. R. Butler. 
Uchiyama, Saburö: Note on the mean value of V(f). I. II. Proc. Japan Acad. 
31, 199— 201, 321—323 (1955). 
| Let V(f) be the number of distinet values f(x) («€ @F(g)) of the polynomial 
Ber a, , et. 0,8% (ae GF(Q))., For 1<n< characteristic of 
GF (g) the author (this Zbl. 58, 12) and L. Carlitz (this Zbl. 65, 249) have given 
estimates of V (f), and this question is studied further in these two notes. The main 

N 
results are (i) SV M= 2, (N (7) and li) SVN=LTEV/W+Enr 
here Ro= Rı =; for r>22, R,,—=0 (a) ih el 1: and IV (f) 
denotes the sum over 41, Gy; - + +» Ay, MSCI Bullen. 
Gilmore, P. €. and A. Robinson: Metamathematical considerations on the 
relative irredueibility of polynomials. Canadian J. Math. 7, 483—489 (1955). 

The authors consider infinite fields K satisfying the condition C: for any 
polynomial p(t, x) in x, coefficients in K (t), t transcendental with respect to K, which 
has no zeros in K (t), there is a t* in K for which p(t*, x) has no zeros in K. They 
prove first a metamathematical theorem: For any field K fulfilling condition C, 
there is an extension S’ of S=K(t) which is a model of St and for which every 
member of $’— S is transcendental with respect to 8. Here $t is the set of all 
statements of the precidate calculus (extended by the addition of individual con- 
stants for all elements of K and atomic predicates for all relations over K) which 
hold in K. This theorem is used to prove that fields satisfying C satisfy 1. Hilbert’s 
irreducibility theorem, 2. a related theorem of Dörge, and 3. a new theorem of 
the same kind applying to fields with valuations, viz: 1. E K fulfils condition C, 
then for any irreducible polynomial p(f, x) in ® with coefficients in K (ft) there are 
infinitely many {* from K such that p(t*, x) is irreducible in x over Kusaslı Ryısan 
ordered field fulfilling condition €, then for any a and b from K for which a <b 
and for any irreducible polvnomial p(t, x) in x with coefficients in K (t), there exists 
a 1i* in K such that a <t* < b and such that p(t*, x) is irreducible in x over 1EG, 
3, If K isa field with a valuation y in an ordered field W and K fulfils condition C, 
then for any a and b from K with b + 0 and for any irredueible polynomial p(t, ®) 
in x with coefficients in X (t), there exists a t* in K such that y(a — t*) < y(b) and 
such that p(t*, x) is irredueible in x over K. J. C. Shepherdson. 

Barrett, W.: On approximate factors of polynomials. Quart. J. Math., Oxford 


II. Ser. 6, 293—300 (1955). 
Die Arbeit knüpft an eine Abhandlung des Referenten an (dies. Zbl. 23, 334, 
n 


im folgenden zitiert mit M.G.). It A)= 3 u”, 00 +0, ein Polynom 


n-ten Grades und betrachtet man das Polynom A, (x) a, 91% 4°: I Imtr 1 
das aus einer Koeffizientensequenz von A (a) gebildet wird, so wurde in M.G. nach- 
gewiesen, daß unter gewissen Bedingungen A(x) einen Teiler k-ten Grades C(x) = 


k . ” . ” 
ZN c,x besitzt, dessen Koeffizienten sich „wenig“ von denen von A,(x) unter- 


=0 . 
scheiden. Die Formulierung dieser Bedingungen benutzt wesentlich den Begriff 
der Deviationen D,, die in M. G. mit Hilfe des Newtondiagramms eingeführt wurden, 


u) 


| 477 \t/v BR 


u,v»>0 %-»| k+u 
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darstellen lassen (dieser Ausdruck für D, ist in der Arbeit des Verf. durch Drucktehle: 
entstellt). In M.G. wurde nun gezeigt, daß, wenn M = Min (D,, Dan) Z 187 
bzw. im Falle m +k=n, M=D, > 13,5 ist, der obige Zerlegungssatz gilt una 
man zugleich hat: C(x) — A,(2) < 6Mu,(2), wo Mi,(x) die sog. Newtonschn 
Majorante von A, (x) ist, während öin beiden Fällen von M abhängt und für M ® 
im ersten Fall = 2/M +0 (1/M?), im zweiten = 1/M +0 (1/M?) ist. Für dieser 
Satz skizziert Verf. eine neue Beweismethode, die auf dem Brouwerschen Fixpunkt 
satz beruht. Diese Methode liefert zugleich eine gewisse Verbesserung der Konstan 
ten, indem 18,7 durch 10,8 und 13,5 durch 9 ersetzt werden kann. Zugleich deute: 
der Verf. an, daß 9 für den Fallm + k=n die „beste‘“ Konstante ist. Er scheinı 
auch anzugeben, daß die Werte von ö sich durch seine Methode als kleiner ergeben 
doch überblickt man leicht, daß die von ihm angegebenen Ausdrücke in den beider 
Fällen gleichfalls die oben angegebenen asymptotischen Darstellungen besitzen. Ob) 
gleich der obige Zerlegungssatz im Rahmen der Graeffeschen Methode von vornhereir 
für relativ sehr große Werte von M angewändt wird, so wäre dennoch die Ver- 
besserung der beiden angegebenen Konstanten nicht nur (im Falle von 9) von prinı 
zipieller, sondern auch von praktischer Bedeutung, da ihre Verwendung gelegentlicH 
ein paar Rechengänge ersparen kann und manchmal etwas früher das ‚‚Einsetzen de»; 
Konvergenz“ zu konstatieren gestattet. Die Andeutungen über die Beweise sind 
allerdings sehr lückenhaft, und es wäre zu hoffen, daß Verf. an Hand dieser An- 
deutungen seinen Beweis vollständig rekonstruiert und ihn in einer Weise darstellt: 
die dem Leser nur normalen Aufwand an Zeit und Arbeit zumutet. 
A. Ostrowski. 


Specht, Wilhelm: Abschätzung der Wurzeln algebraischer Gleichungen. II.. 
Math. Z. 63, 324—330 (1955). 

For the zeros of a complex polynomial better estimates are obtained than those: 
previously given by the author (this Zbl. 22, 301; 33, 145). E. Frank. 

Fekete, M. and G. Szegö: On algebraie equations with integral coefficients 
whose roots belong to a given point set. Math. Z. 63, 158—172 (1955). 

Ist P der Körper der rationalen Zahlen oder ein imaginärquadratischer Zahl- 
körper, so bezeichne K(P) die Klasse aller in P irreduzibler Polynome i(e) &: 
2" +qa,2”771-+ +, beliebigen Grades n mit ganzalgebraischen Koeffizienten: 
aus P. In Verallgemeinerung eines früheren Ergebnisses von M. Fekete [vgl. Math.. 
Z. 17, 228—249 (1923), wo auch der ‚„transfinite Durchmesser“ erklärt wird] 
zeigen Verff.: — Zu jeder beschränkten abgeschlossenen Punktmenge S der kom-- 
plexen z-Ebene mit einem transfiniten Durchmesser d(S) <1 gibt es nur endlich. 
viele Polynome der Klasse K (P), deren Nullstellen sämtlich S angehören. — (Eine: 
Ausdehnung dieses Satzes auf andere Zahlkörper P ist grundsätzlich unmöglich.) 
Liegen die Nullstellen einer unendlichen Menge von Polynomen aus K(P) in einer 
abgeschlossenen, beschränkten Punktmenge S, so gilt demnach d(S) > 1. Diese 
(notwendigen) Bedingungen sind jedoch nicht hinreichend ; man findet leicht Punkt- 
mengen S mit d(S) > 1, die keine Nullstelle irgendeines Polynoms aus K(P) ent- 
halten. Da eine genaue Abgrenzung dieses Sachverhaltes schwierig zu sein scheint, 
geben Verff. eine Reihe von weiteren Sätzen an, die zur Klirung dieser Frage bei- 
tragen sollen. Für Einzelheiten muß auf die Arbeit selbst verwiesen werden. 

W. Specht. 

Farinha, Joäo: Quelques propositions concernant les zeros d’un polynöme, 
Univ. Lisboa, Revista Fac. Ci., II. Ser. A 4, 187—190 (1955): 

Untersuchungen über die Lage von Nullstellen vollständiger Polynome (2) = 
oe a minor SorsE 0). W. Specht. 

Wilkonski, A.: On the boundedness of root moduls of som» polynomials. Prace 
mat. 1, 165—168, russ. u. engl. Zusammenfassg. 168 (1955) [Polnisch]. 
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Soient ket pdeux entiers positifs queleonques. On sait qu’il existe une constante 
positive r=r(k,p) telle que chaque polynöme W)=u4 24: 
er 0,,@14@® oa n=k4p» %=1L si pur jep+th..- 
...,n-— 1, admet au moins k zeros dans le domaine |>r (ce Zbl. 8, 386). 
-L’A. demontre que le nombre r n’est pas plus petit que le seul zero positif du polynöme 

k / 
,.=-172 (1 zo A,_,+1() @ ” S) Ei, 
i=1 


0 


} j—1 2 
Sn AUy=0, Ad I (4A Die .. 


F. Leja. 
Gruppentheorie: 


Artzy, Rafael: On loops with a special property. Proc. Amer. math. Soc. 6, 
448—453 (1955). 

Bezeichnet in einem Loop (Struktur mit einer Verknüpfung und Einselement u, 
in welcher durch eine Gleichung & y—= z mit je zweien der Elemente &, y, 2 das dritte 
eindeutig bestimmt wird) #’ das Rechtsinverse von ® und gilt die Eigenschaft x: 
xy-x’=y für alle x, y, so ist die Abbildung T: #— x ein Automorphismus. 
Durch wiederholte Anwendung von T und T-! auf ein festes & erhält man einen 
„Zykel“, der endliche oder unendliche Länge haben kann (Länge = Anzahl der ver- 
schiedenen Elemente). Ein loop mit der Eigenschaft kann nicht aus u und einem 
Zykel endlicher Länge bestehen, bei unendlicher Länge ist dies auf unendlich viele 
nicht isomorphe Arten möglich. w und die Elemente sämtlicher Zykeln endlicher 
Länge bilden für sich einen loop (subloop), ebenso vw und die Elemente derjenigen 
Zykeln, deren Länge ein festes n teilt. Ein endlicher loop mit der Eigenschaft x 
wird durch Zahl und Länge der Zykeln nicht bis auf Isomorphie festgelegt (Beispiele). 
Für weitere Sätze über die Verteilung der Zykellängen sei auf die Arbeit verwiesen. 

G. Bol. 

Devid6, Vladimir: Über eine Klasse von Gruppoiden. Soc. Sci. natur. Croatica, 

Period. math.-phys. astron., II. Ser. 10, 265 — 284, kroat. Zusammenfassg. 284—286 

1955). 
L’A. appelle C-groupe un ensemble S muni d’une operation satisfaisant aux 
axiomes suivants: 1) Il existe des applications biunivoques de S dans 8,9, 9, % 
telles que, quels que soient q, bceS,ab-c=yaWw b.xc); 2. Ilexiste une appli- 
cation biunivoque de S dans S, A, et un element m de S tels que, quel que soit «€ S, 
ma Aa; 3. Quel que soit ae S, ilexiste a'e S telque a’ a—= m. Un groupe est 
&videmment un O-groupe; plus generalement, si S est un groupe dont l’operation est 
designee par ©, & et n deux automorphismes de S, l’operation definie par a :b = 
Eaonb fait de S un Ü-groupe. L’A. etudie les C-groupes et des cas de plus en plus 
partieuliers de C"-groupes, les D-groupes puis les A-groupes. Il obtient notamment 
un theor&me de representation concernant les A-groupes. R. Croisot. 

Oganesjan, V. A.: Invariante und normale Teilsysteme eines symmetrischen 
Systems von partiellen Substitutionen. Akad. Nauk Armjan. SSR, Doklady 21, 
49-56 (1955) [Russisch]. | 

Die Theorie der Permutationsgruppen wird wie folgt verallgemeinert: Par- 
tielle Substitutionen (p. $.) sind eineindeutige Abbildungen von echten oder 
unechten Teilmengen einer Menge a n}; die Kardinalzahlk, O<k<n, 
der betreffenden Teilmenge heißt die Länge der p. S. Eine Menge von p. 8. über M, 
heißt ein System, wenn sie für die Komposition von Substitutionen (gewöhnliche 
Komposition binärer Relationen) geschlossen ist; insbesondere heißt die Gesamtheit 


aller p. S. über M, das symmetrische System &,. P- S. gleicher Länge k bilden 
eine k-Schicht A,, wenn mit jeder p. S. auch die inverse vorkommt, und mit je 
_ weien auch ihr Produkt, sofern es auch die Länge k hat. R, heißt ferner eine Kette, 
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wenn zu je zwei x, y€ R, stets ein z€E R, existiert mit x2ye R,. Ketten sina 
Brandtsche Gruppoide; insb. bestimmt jede eindeutig eine abstrakte Gruppe (Isomor 
phismentypus), nämlich die maximale in ihr enthaltene gewöhnliche Substitution 
gruppe vom Grade k. Sei R ein System mit nichtleerem R,, se R,: ‚s erzeugt dureh 
x>s1!xs, ER, einen inneren Automorphismus von R. Ein Teilsystem J 
JCR, heißtinvariant, wenn es durch jeden inneren Automorphismus in sich selbs; 
übergeführt wird. Mit Hilfe mehrerer Sätze kann man die invarianten Teilsystem« 
von &, angeben. Dagegen heißt ein Teilsystem N, NCR, normal, wenn für alld 
ÜyER, seN  zyEeNeszsyeN (vel.’Lispin, dies. Zbl.73277%) Füi 
Gruppen fallen die Begriffe ‚invariant“ und „normal‘“ zusammen und haben di« 
übliche Bedeutung. Es wird bewiesen, daß 2, genau vier, im allgemeinen vert 
schiedene, normale Teilsysteme besitzt, nämlich sich selber, S, (die symmetrisch« 
Gruppe), A, (alternierende Gruppe) und E= {e,}. D. Tamari. 

Oganesjan, V. A.: Über die Halbeinfachheit der Systemalgebra. Akad. Naul 
Armjan. SSR, Doklady 21, 145—147 (1955) [Russisch]. 

Eine endliche Halbgruppe mit untereinander vertauschbaren idempotenterı 
Elementen, in der es zu jedem zein ymit 2 yx= x gibt, wird hier „System“ ge: 
nannt und kann durch ein System partieller Substitutionen (siehe vorhergehende 
Besprechung) dargestellt werden. Verf. beweist, daß die Algebren solcher Systeme 
(ebenso wie für Gruppen) über (kommutativen) Körpern der Charakteristik 0 halb» 
einfach sind. D. Tamari. 

Adjan, $. I.: Über das Problem der Teilbarkeit in Halbgruppen. Doklady Akad! 
Nauk SSSR 103, 747—750 (1955) [Russisch]. 

Die Frage, ob es zu zwei beliebig vorgegebenen Worten Q, R einer durch er: 
zeugende Buchstaben a,,a,,... und definierende Relationen gegebenen Halbgruppa 
A mit Kürzungsregeln (Hg.— nur von solchen wird die Rede sein) ein Wort X (e W| 
gibt, sodaßin U XQ=R (QX—=R) heißt rechtes (linkes) Teilbarkeitsproblem . 
der Sonderfall R=1, 1E X, heißt Inversionsproblem. Die folgenden vier Sätze 
werden bewiesen: 1. Es gibt eine endlich erzeugte Hg. mit (algorithmisch) unlös- 
baren Teilbarkeitsproblem. [Für Hg. ohne Kürzungsregeln ist dies schon von A. A, 
Markov bewiesen worden (dies. Zbl. 58, 5).] 2. Es gibt keine endlich erzeugte 
Hg. mit unlösbarem Inversionsproblem. 3. Es gibt keinen Algorithmus, der für die 
Klasse der Hg. mit 1 das Inversionsproblem löst. 4. Es gibt eine effektiv angebbare 
abzählbar unendlich erzeugte Hg. mit unlösbarem Inversionsproblem. Satz & 
folgt ganz leicht aus dem fast selbstverständlichen Lemma: A — GM," (EAN 
hat dann und nur dann ein Inverses in W, wenn jedes a, (1<t<K) ein solches im 
A hat. Die anderen Sätze werden auch ziemlich leicht bewiesen, jedoch unter 
wesentlicher Berufung auf verschiedene Konstruktionen und Ergebnisse von P. S. 
Novikov [Trudy mat. Inst. Steklov 44 (1955)]. (Druckfehler: In der Formel auf 
S. 748, Zeile 4 von unten, muß a,, gestrichen werden.) D. Tamari. 

Ohara, Akiko: Note on commutator subgroups of factorisable groups. Proc. 
Japan Acad. 31, 612—614 (1955). 

Verf. untersucht die Kommutatorgruppe einer faktorisierbaren GruppeG=AB. 
Die wesentlichen Ergebnisse sind: Theorem 1. Die von den Kommutatoren (a, b) 
mit ac A und be B erzeugte Untergruppe (A, B) ist ein Normalteiler von .@. 
Theorem 3. Ist A abelsch, B auflösbar von der Stufe 2 und @ auflösbar, so ist 
Stufe @ < Stufe (A, B) + 2. Theorem 4. Ist A abelsch, B nilpotent von der Klasse 
2 und A B’ eine Untergruppe von G, so ist GW — (BENNY... „Ne Ne 
und (B’,N,N',...,. N@2) ist ein abelscher Normalteiler von @%. Dabei ist @W 
die i-te Kommutatorgruppe von G, N® die i-te Kommutatorgruppe von N —=(A, B). 
Alle Beweise werden durch direkte Rechnungen geführt. Druckfehler: In der For- 
mulierung von Theorem 4 muß es heißen: »». + ., where GW and N denote the i-th 
derived group of @ and (A, B) respectively‘‘. 


B. Huppert. 
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Redei, L. und J. Szep: Die Verallgemeinerung der Theorie des Gruppenpro- 
duktes von Zappa-Casadio. Acta Sci. math. 16, 165—170 (1955). 

Gegeben ‚seien zwei Gruppen G@ und /. Gesucht sind sämtliche Gruppen 
= ; I’ mit € =6 I’=T, wobei der Durchschnitt GA I” nicht nur aus 
dem Einselement zu bestehen braucht. Diese Aufgabe wird in folgender Weise ge- 
löst: Für aab€@G und a,ß<]/' wird eine Multiplikation der Paare (a, «) (b, ß) = 
(a b*,ßo®) definiert (vgl. Redei, dies. Zbl. 40, 299). Dadurch entsteht eine 
multiplikative Struktur W. Es seien @, und I‘, zwei isomorphe Untergruppen 
von @ bzw. /', und S sei ein fester Isomorphismus von G, auf /\,. InM wird sodann 
eine Äquivalenzrelation € definiert, nämlich (a,«) = (b,ß) genau dann, wenn 
S(atb) =x!P. Es werden die Bedingungen dafür angegeben, daß die Faktor- 
struktur M/C eine Gruppe bildet. Die so entstehenden Gruppen W/C sind genau die 
gesuchten. n R. Kochendörffer. 

Rühs, F.: Über ein spezielles Redeisches schiefes Produkt in der Gruppentheorie. 
Acta Sci. math. 16, 160—164 (1955). 

Verf. untersucht das schiefe Produkt (a, a) (ß, 6b) = (aP b*, ad ß“), das in der 
grundlegenden Arbeit von Redei (dies. Zbl. 40, 299) nicht behandelt worden war. 
Es zeigt sich, daß dieses schiefe Produkt im wesentlichen nur das direkte Produkt ist. 

R. Kochendörffer. 

Curzio, Mario: Gli automorfismi del reticolo dei laterali dei sottogruppi d’un 
gruppo. Ricerche Mat. 4, 3—14 (1955). 

Unter dem S-Automorph der Gruppe @ versteht der Verf. die Gruppe S = S(@) 
aller Automorphismen des Verbandes der Teilscharen von @ (= nicht leere Teil- 
mengen von @, die mit a, b, c auch a b-1c enthalten). Es ist klar, daß S im wesent- 
lichen mit der Gruppe aller der Permutationen von @ identisch ist, die Teilscharen 
auf Teilscharen abbilden, so daß S eine Verallgemeinerung des Holomorphs von @ 
ist. Ist F(x) für x in G die Untergruppe aller der Elemente aus S, die x invariant 
lassen, so bilden die F(x) eine volle Klasse konjugierter Untergruppen von 8, deren 
Durchschnitt natürlich 1ist. F (x) ist also dann und nur dann ein Normalteiler von S, 
wenn F(x) =1 ist; und dies ist, da F(1) die Gruppe aller Automorphismen von 
@G enthält, dann und nur dann der Fall, wenn @ die Ordnung 1 oder 2 hat. Ist 7 die 
Gruppe aller (Rechts-) Translationen von G, so ist T eine zu @ isomorphe Untergruppe 
Son S; und e gilt S=TF()=F()T, 1= TF(z). — Weiter überzeugt 
man sich leicht davon, daß S dann und nur dann dreifach transitiv auf G ist, wenn 
G2 — 1 (insbesondere also abelsch) oder @ zyklisch von Primzahlordnung ist; und 
S ist dann und nur dann vierfach transitiv auf @, wenn @ die Vierergruppe oder 
zyklisch von Primzahlordnung ist (und in diesem Falle ist 5 sogar die symmetrische 
Gruppe auf @). R. Baer. 

Plotkin, B.l.: Zur Theorie der auflösbaren Gruppen ohne Torsion. Mat. 
Sbornik, n. Ser. 36 (78), 31—38 (1955) [Russisch ]. 

To understand the details of this paper the reader has to be familiar with the 
following literature: Kurosh, Theory of Groups, English Edition, vol. II, Chapter XV 
(see also this Zbl. 57, 18); Kontorovi6, this Zbl. 40, 6; Mal’cev, this 
Zbl. 43, 23; Plotkin, this Zbl. 47, 23 and 24. We recall briefly that an 
R-group is a torsion-free group in which the extraction of roots, if possible, is unique; 
an R*-group is an Ä-group whose torsion-free factor-groups are also R-groups; 
an R**-group is an R*-group whose subgroups are also R*-groups. The term „soluble“ 
refers to normal series, well-ordered transfinite, unless the contrary is stated, witk 
abelian factor-groups; a rational series is a soluble series with factors of rank at 
most 1. In the first three theorems @ is an R**-group which is also locally an SN*- 
group (i.e. it hasan ascending soluble normal series). T. If all the abelian subgroups 
of G have finite rank, then @ is an extension of its maximal nilpotent normal subgroup 
of finite rational rank by a torsion-free abelian group. @ has locally a finite rational. 
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series and is, in fact, soluble in a finite number of steps. — II. If all the abeliamı 
subgroups of @ are finitely generated, then @ satisfies the maximal condition for 
subgroups. — III. The following conditions are equivalent: 1. G has a finite rationall 
series. 2. @ has finite special rank. 3/4. G satisfies the maximal (minimal) condition 
for isolated subgroups. — In the next three theorems G is an R-group which is also) 
an SI*-group (i. e. it has an ascending soluble series whose terms are normal in G,, 
not merely in their successor) with torsion-free factors of rank 1. IV. If all the 
factors are infinite eyclie, then the series is a central series. — V. If the series has no 
eyclie factors, then it is a central series. — VI. G is an extension of its nil-radical by 
means of a torsion-free group whose rational subgroups are all cyclie. — Finally the: 
author proves that if in a group @ the nil-radical R(@) contains the derived group,, 
then R(@G) consists of all the nilelements of @. K.-AsHürsch- 


Plotkin, B. I.: Zur Theorie der auflösbaren Gruppen mit Endlichkeitsbed in- 
gungen. Doklady Akad. Nauk SSSR 100, 417—420 (1955) [Russisch]. 

The radical R(G) of a group @ is the maximal locally nilpotent normal subgroup 
of @; the existence of a radical has been established by the author and the review er" 
[Uspechi mat. Nauk 9, Nr. 3, 181—186 (1954) and this Zbl. 65, 9]. The ascending r a-: 
diealsris1= RS RS." -S R,„S Rayı S is defined by recurrence witkL 
Ryı1/Rax = R(G/R,) and the obvious provision for limit subsceripts. I G= R,, 
for some y, then G is called a radicalgroup. Radical groups are, obviously a generalisa-- 
tion of soluble groups and occupy, in the classification of Kurosh, Theory of Groups, ,, 
English Edition, vol. II, $57 (see also this Zbl. 54, 18), an intermediate position ı 
between SN-groups and SN*-groups. The class of locally radical groups is precisely ' 
the same as that of locally SN*-groups. The object of this paper is to study in radical! 
groups how certain finiteness conditionsimposed on theradical influence the structure of’ 
the group. The proofs are partly sketched, partly omitted. Throughout this review @: 
will denote a radical group; max, min, and min, will stand for the maximal and 
minimal condition for subgroups and for normal subgroups, respectively. In &, 
radical group @ the radical contains its own centraliser, and @ is finite if and only if 
R(G) is finite, or even if the abelian subgroups of R(@G) are finite. Furthermore, if’ 
R(G) is finitely generated (and hence nilpotent and satisfying max), then @ satisfies : 
max; again it is sufficient to know that the abelian subgroups of R(G) are finitely 
generated. [Here the results of Mal’cev (this Zbl. 43, 23) and Smirnov (this Zbl.. 
50, 18) are used.] If @ is periodie and R(G) is an extension of a direct product of a 
finite number of quasieyclie groups [i. e. of type (p®)] by a finite group, then @ has: 
the same structure. The same conclusion is reached about @ if the same structure is: 
assumed for R(G), but the assumption of periodieity is replaced by min,. [Here 
results of Öernikov (this Zbl. 38, 161) are used.] Hence a radical group @ satisfies. 
min if and only if both G and R(G) satisfy min). Note that in a radical group with 
miny the radical itself need not satisfy min, (Öarin, this Zbl. 51, 16). IE @ is of 
finite special rank, the min, implies min. Hence for SI-groups of finite special rank 
min and miny are coextensive. K. A. Hirsch. 


Plotkin, B.I.: Radikale Gruppen. Mat. Sbornik, n. Ser. 37 (79), 507—526 
(1955) [Russisch]. \ 

The paper continues the study of the (locally nilpotent) radical R(G) and the 
upper radical R(G) of a group G@ that was initiated in preceding notes 
[Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 98, 341—343 (1954) and preceding 
review]. The radical is the maximal locally nilpotent normal subgroup, and its 
existence has been established by the author and the reviewer [Uspechi mat. Nauk 9, 
Nr. 3, 181—186 (1954) and this Zbl. 65, 9]. The upper radical is the intersection of 
all normal subgroups whose factor-groups have a trivial radical. It is also the ter- 
minal member of the ascending radical series 1 = Doz De Resı <> 
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. <R,=R,+ı=-::=R(G) which is defined by the recurrence Ry+ı/R, = 
R(G@/R,) with the obvious provision for a limit subseript. E G@= R(G), then @ 
is called aradical group. This class of groups is obviously a generalisation of soluble 
groups and includes the class of groups with an ascending soluble normal series or 
| ‚SN*-groups in the terminology of Kurosh [Theory of Groups, English Edition, 
8 57 vol. II (1956), see also this Zbl. 57, 18]. Ina finite group the radical is the pro- 
duct of all nilpotent normal subgroups and the upper radical is the maximal soluble 
normal subgroup. Many of the author’s results are extensions to arbitrary groups 
of theorems in Fitting’s classical paper (this Zbl. 19, 199) that were previously 
extended to groups with maximal condition by the reviewer [Proc. London math. 
Soc., II. Ser. 49, 184—194 (1946)]. But the author first provides a wider framework 
by considering, instead of local nilpotence, an arbitrary property $ of groups, subject 
to the following requirements: 6 shall be hereditary in subgroups and homomorphie 
images; # shall be a local property (that is, if d holds in at least one local system of @, 
then it holdsin@ — a localsystem being a directed set of subgroups covering @); and 
every group @ shall have a unique ®-radical 6 (G), that is, a maximal (hence charac- 
teristic) 0-subgroup containing all normal 6-subgroups. Examples of such 6-pro- 
perties are periodieity, local finiteness, and local nilpotencee. The main effort of 
the first part of the paper is directed towards proving that ifa group @ has an ascend- 
ing normal series whose first term is a 9-subgroup, then @ has a non-trivial radical 
containing this first term. (The author proves a little more, but to deseribe this 
would necessitate introducing several further definitions.) If a group has any ascend- 
ing normal series of d-subgroups, then it coincides with its upper $-radical. In par- 
ticular, the existence of an ascending normal series of 0-subgroups implies that of 
an invariant series. It follows that the product of two 6-radical normal subgroups is 
itself 6-radical (this could have been taken as one of the defining conditions for 6); 
that the extension of a 6-radical group by another is itself 0-radical; and that the 
upper 6-radical of an arbitrary group is preeisely what we want it to be: a d-radical 
characteristie subgroup containing all 9-radical normal subgroups. The remainder 
of the paper is concerned with the case where ® is local nilpotence. If @ is locally 
finite, the radical can be described as follows; for each prime number p we form 
the interseetion D, of all the Sylow p-subgroups of G, and then the direct product of 
these D,. This is the radical of G. HGisa radical group, then R(G) contains its own 
centraliser which is, therefore, the centre of the radical. (This is not true in general: 
take the direct product of a locally nilpotent group with one that has only trivial 
locally nilpotent normal subgroups.) I G is locally finite or torsion-free and locally 
of finite special rank, then the radical coincides with the set of all nil-elements of @, 
that is, those ge @ forwhich [,9,..„.g)=1 forall z€@ and sufficiently many 
factors g. The same conclusion is reached (but with a more elaborate proof) when 
G is a radical or even a locally radical group, so that a radical nilgroup is locally nil- 
potent. [In the case of a finite group this result is due to Schenkman (this Zbl. 50, 
255).] An interesting eriterion for an element g to be a nilelement is the following: 
In a locally radical group @ whose radical satisfies the normaliser condition an element 
gis a nilelement if and only if the eyclie subgroup generated by g can be linked with 
G by an ascending normal series. [In this connection see Baer (this Zbl. 66, 13).] 
‚Further results are based on the following construction: jet@l= Helge 
Bin HH, 2, beranarbitrary ascending series of normal sub- 
groups of a group @. For every a let C, be the complete inverse image in G of the 
centraliser of H,+1/H. in @/H.. The intersection of all these C', is called the centra- 
liser of the series. It consists of all the group elements that induce the identity auto- 
morphism in all factors of the series. This leads to yet another description of the 
radical: if the radical of a group has an ascending central series, then it consists 
' of the centralisers of all the invariant series of the whole group. In particular, if G 
SE 
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is a radical group and the radical R(G) is nilpotent, then R(G) ‚coineides with the 
centraliser of every finite central characteristie series of R (G). It is easy to prove by 
induction, following Mal’cev (this Zbl. 43, 23) that a radical group of matrices is 
soluble. This leads, in conjunction with results of Smirnov (this Zbl. 50, 18) to the 
following theorem: If G is a radical group and A (G) is nilpotent, torsion-free and of 
finite rank, then @ is soluble. @ has a prineipal series 1<R(G) <A <G, with 
H/R(G) abelian and @/H finite and soluble. Also if a radical group has a finite radical, 
then it is finite, and it is sufficient to know that the abelian subgroups of the radieal 
are finite. The remainder of the paper deals with the radical and upper radical in 
some special classes of groups. K. As Hirsch: 

Mal’cev, A. I.: Zwei Bemerkungen über nilpotente Gruppen. Mat. Sbornik, 
n. Ser. 37 (79), 567—572 (1955) [Russisch]. 

Auf dem Weg über Lie-Ringe wird der folgende Satz bewiesen: Eine Menge von 
Elementen einer freien n-stufig nilpotenten Gruppe V ist genau dann ein freies 
Erzeugendensystem einer freien (höchstens) n-stufig nilpotenten Untergruppe von V, 
wenn sie modulo der Kommutatorgruppe V’ linear unabhängig ist. — Im zweiten 
Teil der Note wird eine explizite Beschreibung eines Algorithmus zur Lösung des 
Wortproblems in n-stufig nilpotenten Gruppen gegeben, dessen Lösbarkeit schon 
aus der Arbeit von R:C. Lyndon (dies. Zbl. 47, 256) bekannt ist. H. Salzmann. 


Maurer, I.: Contribution ä l’6tude des groupes A partir du quasi-centre. Comun. 
Acad. Republ. popul. Romine 5, 1029—1032, russ. u. französ. Zusammenfassg. 
1032—1033, 1033—1034 (1955) [Rumänisch]. 

Unter dem Quasizentrum einer Gruppe @ versteht man nach O. Ore (dies. Zbl. 
16, 351) die Vereinigungsgruppe aller derjenigen zyklischen Untergruppen von 6, 
die mit allen Untergruppen von @ vertauschbar sind. — Verf. beweist u. a. folgende 
Sätze: 1. Ist das Quasizentrum einer Gruppe @ eine maximale (endliche) abelsche 
Untergruppe von @G, so ist @ periodisch. 2. Die nichtabelsche Gruppe @ sei in das 
direkte Produkt ihrer Primärkomponenten zerlegbar; wenn die dabei auftretenden 
nicht kommutativen direkten Faktoren von @ maximale abelsche Quasizentren 
besitzen, dann auch @. M. Benado. 


Maurer, I.: Über die Normalreihen der Gruppe verallgemeinerter unendlicher 
Permutationen. Acad. Republ. popul. Romine, Bul. sti., Sect. Sti. mat. fiz. 7, 499 — 
505, russ. u. deutsche Zusammenfassg. 503—504 (1955) [Rumänisch]. 

Gegeben sei eine abstrakte unendliche Menge M. Unter einer (unendlichen) 
Permutation von M versteht man eine eineindeutige Abbildung von M auf sich 
selbst; die Gesamtheit aller Permutationen von M sei mit S}, bezeichnet. Wenn man 
nun die Multiplikation der Permutationen aus Sy als gewöhnliche Komposition 
der Transformationen auffaßt, so wird die Menge S7); zu der sogenannten unend- 
lichen symmetrischen Gruppe Sy. — Verf. beschäftigt sich mit der folgenden auf 
W. Specht zurückzuführenden Verallgemeinerung von Sy. Es sei A irgendeine 
abstrakte Gruppe und {a,,x€ M} eine Menge von Elementen aus A. Man setzt 
{a,„xeM} ={b,xeM} dann und nur dann, wenn a,—=b, für alle zeM. 
Die Menge aller Teilmengen fa, x€ M} von A sei mit A(M) bezeichnet. Nun 
wird das kartesische Produkt A(M) x Sy zu einer Gruppe, wenn man folgende 
Zusammensetzungsregel festsetzt: 


(fa, ze M},n) ((b,x€e M},o) = (fc„xzEM\,o) 
wobei c,= a,b, (c€E M) und o=np (n,0,0€ Sy) gesetzt worden ist. — Verf. 
untersucht nun, in wie weit sich die Bestimmung aller Haupt- bzw. Kompositions- 
reihen der so gewonnenen Gruppe A(M) x Sy, auf diejenigen von A zurückführen 
läßt. Ist M abzählbar und sind die Kompositionsreihen von A endlich, so wurde 
die betreffende Frage von I. Gäspär beantwortet. Verf. gibt eine Verallgemeinerung 
der Gäspärschen Resultate, indem er beweist: Satz 1. Die Menge M sei abzählbar 
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und die Gruppe A habe unendliche abnehmende Hauptrei 7 'Ö 

der natürlichen Zahlenfolge). Es sei Be euypı 
(1) AN a ee 

eine Hauptreihe von A derart, daß P mit dem Zentrum von 4 oder mit einer echten 
Untergruppe davon übereinstimmt. Dann entsteht aus (1) eine endliche bzw 
unendliche Folge von Hauptreihen von A(M) x Syr je nachdem die Teilhaupt- 
reihe (2) P> PA>:::>E endlich ist oder nicht. Satz 2. Die Menge M sei wieder 
abzählbar und die Gruppe 4 besitze unendliche abnehmende Kompositionsreihen 
(vom Ordnungstypus der natürlichen Zahlenfolge). Ist nun (1) eine Kompositions- 
reihe von A, deren erster abelscher Normalteiler von A genau P ist, so entsteht aus 
(1) eine endliche bzw. unendliche Folge von Kompositionsreihen von A(M) x 8 
je nachdem die Teilkompositionsreihe (2) endlich ist oder nicht. — Koniken 
Beweisverfahren. M. Benado, 

Lyndon, R. €.: On Burnside’s problem. II. Trans. Amer. math. Soc. 78, 329 — 
332 (1955). 

Verf. beweist als Fortsetzung einer früheren Arbeit (dies. Zbl. 58, 17) in den 
dort eingeführten Bezeichnungen, wobei noch x(n) = y(n) — ö(n) gesetzt wird: 
Für 9-2 und >55 st GH HF+N-6pP —A Ber = 2a und’ 9 = ist 
(9) =,4, 2 oder 0. R. Kochendörffer. 

Itö, Noboru: On primitive permutation groups. Acta Sei. math. 16, 207—228 
(1955). 

Verf. zeigt: Sei @ eine primitive Permutationsgruppe vom Grad p*, welche 
einen elementar abelschen Normalteiler enthält. Ist A eine reguläre abelsche Unter- 
gruppe von G, so gilt: Ist p” die Ordnung der von den Elementen a€ A mit a —=1 
gebildeten Untergruppe von A und ist » < (p® — 1)/m, so hat keine Invariante 
von A den Wert p”+1. Als Spezialfall (mit zyklischem A) ist darin der Satz von 
Ritt enthalten, daß eine auflösbare primitive Permutationsgruppe vom Grad p® 
für n> 1 keinen p*-Zyklus enthält, ausgenommen p* — 22 [Trans. Amer. math. 
Soc. 24, 21-30 (1923)]. Das gleiche Resultat unter der schärferen Voraussetzung 
w< (p" — 1)/{m + 1) gab Ref. an (dies. Zbl. 64, 253). Verf. zeigt weiter, daß das 
Holomorph einer elementar abelschen Gruppe der Ordnung pP (in naheliegender 
Weise als primitive Permutationsgruppe dargestellt) eine reguläre abelsche Unter- 
gruppe vom Typ (P?, ?, P; - - -» P) enthält. Schließlich untersucht Verf., ob @ unter 
den vorherigen Voraussetzungen (primitiv, mit elementar abelschem Normalteiler) 
eine reguläre abelsche Untergruppe vom Typ (p, pP) mit «-+b haben kann. Mit 
dem angegebenen Satz läßt sich die Frage sofort verneinen, ausgenommen die Typen 
(4, 2), (8,2), (8,9), (9,3). Es gibt tatsächlich solche Gruppen @ mit regulären Unter- 
gruppen der Typen (4,2), (8,2), (9,3). Alle solche Gruppen @ sind zweifach transitiv 
und nicht auflösbar. Jedoch gibt es keine solche Gruppe @ mit einer regulären 
Untergruppe vom Typ (8,4), wie durch längere Matrizenrechnungen gezeigt wird. 
Dem Ref. ist bekannt, daß Verf. für auflösbare Gruppen wesentlich schärfere Re- 
sultate erhalten hat. B. Huppert. 

Hall, Marshall and L. J. Paige: Complete mappings of finite groups. Pacific J. 
Math. 5, 541-549 (1955). 

A complete mapping of a group @ is a one-to-one mapping 2 —60(x) ofGupon@ 
such that 2 x:#(x) is also a one-to-one mapping of G upon @. The authors 
continue the work of a previous paper by Paige (this Zbl. 43, 24) on the question of 


the existence of complete mappings for finite, non-abelian groups of even order. 


They prove that a necessary condition for a finite group of even order to have a 
complete mapping is that its Sylow 2-subgroup be non-eyelic and they conjeeture 
that this condition is indeed also sufficient. Their conjeceture is known to be correet 
for abelian groups and they prove its correctness for the more general case of solvable 
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groups. They also prove that the symmetrie group S, (> 3) and the alternating 
. group A, possess complete mappings. These sufficieney results are obtained by 
applying the following theorem. Suppose @ is a finite group and Hisa subgroup of 
index k such that the following exist: (i) a set %,, %,, ....., 4, of elements of @ which 
form a system of representatives for both the right and left cosets of @ by H, (ii) per- 
mutations o and r of the integers 1, 2,...,k for which u u A = u.u, A, (ü) a 
complete mapping of H. Then @ possesses a complete mapping. P. T. Bateman. 


Taussky, Olga: A note on group matrices. Proc. Amer. math. Soc. 6, 984— 986 
OD). 

H handelt sich um eine Charakterisierung der (endlichen) Hamiltonschen 
Gruppen mittels der sogenannten Gruppenmatrix einer Gruppe. — @ sei eine end- 
liche Gruppe der Ordnung n, deren Elemente mit P,@,... bezeichnet werden. 
Weiter seien Xp, %,...”% Unbestimmte, die den Gruppenelementen von @ ein- 
eindeutig zugeordnet werden. Die Matrix (&po-);, P,Q€@ nennt Verf. „die“ 
Gruppenmatrix von G@; werden aber die x durch reelle oder komplexe Zahlen er- 
setzt, so spricht Verf. von ‚einer‘ Gruppenmatrix von@. Eine aus komplexen Zahlen 
bestehende Matrix A heiße normal, wenn A A* = A* A gilt; dabei bedeutet A* 
die durch Transponierung der Konjugierten von A erhaltene Matrix. Enthält aber 
A Unbestimmte, so wird die Normalität von A genau wie vorher definiert, nur muß 
man das Konjugieren einer Unbestimmten formal auffassen und diejenigen Unbe- 
stimmten, welche mit ihren betreffenden Konjugierten übereinstimmen, als reell 
betrachten. Das Hauptresultat der Verf. lautet nun: Es sei M die Gruppenmatrix 
der endlichen Gruppe @ und es sei vorausgesetzt, daß die Unbestimmten x alle reell 
sind. Dann ist M normal dann und nur dann, wenn @ eine abelsche oder Hamilton- 
sche 2-Gruppe ist; sind dagegen die Unbestimmten x alle komplex, so ist M normal 
dann und nur dann, wenn @ eine abelsche Gruppe ist. — Wie Verf. bemerkt, kann 
man, nach KyFan, den Gruppenmatrixbegriff ein wenig anders einführen, und zwar 
folgendermaßen: Es sei feine Abbildung von @ auf eine endliche aus reellen oder 
komplexen Zahlen bestehende Menge M; dann heiße die Matrix M = (f(P9Q), 
P,Q€G wieder die Gruppenmatrix von @ (in bezug auf f). Dieser neue Gruppen- 
matrixbegriff führt nun zu den folgenden (ohne Beweise angegebenen) Kriterien: 
(1) Es werde gesetzt M = {0, 1}. Dann ist die.endliche Gruppe G dann und nur dann 
eine abelsche oder Hamiltonsche, wenn die betreffende M y normal ist. (ii) Es werde 
gesetzt M=[0, 1, V- 1}. Dann wird die endliche Gruppe @ dann und nur dann zu 
einer abelschen, wenn die betreffende M ; normal ist. M. Benado. 


Belov, N. V., N. N. Neronova und T. S. Smirnova: 1651 Subnikovsche 
Gruppen. Trudy Inst. Kristallogr. 11, 33—67 (1955) [Russisch]. 
PölyaundNiggli[Z.Kristallogr. 60,278, 285(1924)] haben die 17Bewegungsgrup- 
pen der Ebene aufgestellt. Faßt man die Ebene als spiegelnd auf, so erhält man 80 
Bewegungsgruppen [Weber, Z. Kristallogr. 70, 309 (1929); Alexander und Herr- 
mann, ebenda 69, 295 (1928) und 70, 328 (1929)]. Man kann diese auffassen als zwei- 
farbige Gruppen, indem man anstatt der Spiegelung an der Trägerebene den Punkten 
die zwei Farben weiß und schwarz zukommen läßt. Daher sprechen die Verff. auch 
von den 80 zweifarbigen Gruppen. Die Verff. lösen die folgende Aufgabe: Analog 
wie man die 17 einfarbigen Gruppen zu den 80 zweilarbigen verallgemeinern kann, 
so soll man die 230 einfarbigen Raumgruppen (von Schönflies und Fedorov) zu 
zweifarbigen Gruppen verallgemeinern. Sie finden 1651 Gruppen, die sie nach 
ubnikov benennen. Die Methode der Verff. ist geometrisch: Zuerst werden die 
36 zweifarbigen Bravais-Gitter aufgestellt, man erhält sie durch Zentrieren der 
Kanten, der Flächen und der Zellen der 14 Bravais-Gitter. Hierauf folgen 10 Lehr- 
sätze, welche das gegenseitige Verhalten der Symmetrieeleme 


nte bei den zweifarbigen 
Gruppen beschreiben, sie entsprechen den Kombinationsre 


geln bei den einfarbigen 
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Symmetrieelementen. Die 1651 Subnikov-Gruppen oder zweifarbigen Bewegungs- 
gruppen werden hierauf erhalten, indem man die 36 zweifarbigen Bravais-Gitter mit 
allen möglichen ein- und zweifarbigen Symmetrieelementen kombiniert. Das Ver- 
fahren wird am Beispiel der rhombischen Hemimorphie (',, ausführlich erläutert und 
führt auf 192 zweifarbige Raumgruppen. In den einzelnen Kristallsystemen haben 
die Verff. die folgenden Anzahlen von zweifarbigen Raumgruppen gefunden: Tri- 
klin: 7, Monoklin: 91, Rhombisch: 562, Tetragonal: 570, Trigonal (rhomboedrisch) : 
108, Hexagonal: 164, Kubisch: 149. Das Problem der zweifarbigen Raumgruppen 
wurde erstmals durch H. Heesch [Z. Kristallogr. 73, 325 —345 (1930)] gestellt und 
für den Fall des triklinen und monoklinen Systems gelöst. Seine Gruppen Nr. 1-19 
und 40-118 stimmen mit den obigen 7 + 91 überein. Hierauf hat der Ref. (dies. 
Zbl. 8, 244) das Problem mit arithmetischen Methoden behandelt und für das hexa- 
gonale und rhomboedrische System eine Anzahl der zweifarbigen Gruppen angegeben. 
Der Vergleich mit Belov und eine Überprüfung zeigen, daß diese Aufstellung un- 
vollständig ist. J. J. Burckhardt. 

Koecher, Max: Einheiten schiefsymmetrischer Matrizen. Math. Nachr. 13, 
367—382 (1955). 

Without loss of generality we assume that 9, a non-singular skew-symmetrie 


matrix of order 2 n, is of the form ® Ze where H = [h,,...,h,] is a diagonal 
integral matrix with A,h;;,. The group of unimodular matrices A satisfying 
AHW — H is denoted by My(H). If we write Y = e a) then 

Bere [HA BHD=DHB, AHD-OHB=NH. 
The author proves that M,(H) is generated by elements of the form (8 N where 
both U und U* are matrices with integral elements satisfying U* = HUT12H 


0E BT 
= ockkon 
T’H = HT. He proves also that for H = E the group M,(E) is generated by 


SE ; ; 
Inm—-)+tlorinn—-D)+ 3 elements of the form dr ö) with symmetrie 


) where T is a matrix with integral elements satisfying 


integral S according to niseven or odd. The order ot these elements are divisors of 12. 
He considers also the problem of automorphisms of the group M,(H). (CH. Reiner, 
this Zbl. 66, 18.) Further, if @is a diagonal integral matrix [9 - -, 9„] with 9,9441 
let 
' GO N 
1256) =(06) LE (6) ’ 


the author proves that if (det G,, det@,) = 1 then 
M,(H,6) MH, G)=M, (A), M (H, G)AM(H6)=M a 
RK. Hug, 


Goetz, A.: Über eine hinreichende Bedingung für die Existenz einer invarianten 
Metrik in homogenen Räumen. Bull. Acad. Polon. Sei., Cl. III 3, 467—469 (1955). 
Soient G un groupe topologique meötrisable, o une distance invariante & gauche 
sur @et H un sous-groupe ferme de G. L’A. montre que, siH est distingue ou bien si 
e(22,y2) = ol y) pour tout x, y€ G et zEeH (ce qui a toujours lieu si H est 
compact), l’espace homogene G/H est metrisable par une distance d telle que 
duX,uY)=d(X, Y) pour tout X, Ye G/H et ue@. T. Ganea. 
Enomoto, Shizu: Sur la strueture des fonctions d’ensemble dans les groupes 
topologiques localement compaets. II. Proc. Japan Acad. 31, 431—435 (1955). 
Let G be a locally compact, non-diseret and o-compact group. The author 
_ examines the connexion between Baire and Borel sets in @ and the analogous sets 
in the metrizable groups @/H where His theintersection of a branch of neighbourhoods 
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of the unit element e&€ @ (see the first part of the paper, this Zbl. 64, 260). For in- 
stance, it is proved that the class ® of all Baire subsets of @ is the class of all setss3 
ru (B) where H is the intersection of a branch of neighbourhoods of e€e@, Bisaı 
Borel subset of G/H, and x; is the natural homomorphism of @ onto G/H. Every; 
$-mesurable function f(x) on @ is of the form f(x) = fu(rtu (x)) where f(x) is aı 
Baire function on @/H and H is the intersection of a suitable branch of neighbour-- 
hoods of ee @. R. Sikorski. 


Murakami, Haruo: A note on exponential mapping. Portugaliae Math. 14,, 
15—19 (1955). 
@ sei die Gruppe aller n-reihigen regulären Matrizen mit komplexen Elementen: 
und gihre Liesche Algebra. Verf. beweist, daß es zu jeder Matrix X € @ mindestens; 
eine Matrix Yeg gibt, so daß exp Y!=X ist. Einen anderen Beweis hat! 
K. Asano gegeben (dies. Zbl. 17, 51). W.Quade. 


Ono, Takashi: Arithmetice of orthogonal.groups. II. Nagoya math. J. 9, 129— : 
146 (1955). 

(Teil I s. dies Zbl. 65, 12.) Es sei k ein Körper einer Charakteristik = 2 und ®! 
ein Automorphismus von k. V, W seien lineare Vektorräume über k und ® eine halb- 
lineare Abbildung von V in W mit der Eigenschaft O(xv) =dx - Ov für alle xcC k,, 
ve V. Eine Bilinearform f(w,, w,) auf W stellt eine Bilinearform g(v,, d%,) auf V 
halbähnlich dar, wenn f(#v,0%) =APg (0, %) für alle v, v,€ V gilt; hier> 
bedeutet A ein Element +0 aus k. (Speziellkann man A = 1 oder 9 — Identität: 
oder beides verlangen und erhält so verschärfte Bedingungen für die Darstellung von 
g durch f.) Wenn kein perfekter bewerteter Körper ist, so ist für die halbähnliche Dar- 
stellbarkeit von gdurch fnotwendig und hinreichend:0 <v(f) —v (J) <dim W —dim V 
falls nicht dim V=dim W = 0 mod 2 ist. In diesem Ausnahmefall muß man außer- 
dem voraussetzen, daß die Determinanten von f und g sich um einen quadratischen 
Faktor unterscheiden. Hierbei bedeutet v(f) den „Index“ der quadratischen Form 
f(w;, w;). Ist k ein algebraischer Zahlkörper oder ein algebraischer Funktionenkörper : 
in einer Variablen über einem endlichen Konstantenkörper, so ist die notwendige 
und hinreichende Bedingung für die halbähnliche Darstellbarkeit von g durch f:0< 
(fr, (Q) = dim W — dim V für alle Primstellen p von k, wozu im Ausnahme- 
falle dim V = dim W = 0 mod 2 noch die Quadratgleichheit der Determinanten 
kommt. — Wenn g durch f halbähnlich dargestellt wird, so wird die orthogonale 
Gruppe bez. g in die orthogonale Gruppe bez. fhalblinearei ngebettet. Obige 
Sätze lassen sich auch als Sätze über halblineare Einbettung von orthogonalen 
Gruppen deuten. M. Eichler. 

Littlewood, D. E.: On orthogonal and sympleetie group characters. J. London 
Math. Soc. 30, 121—122 (1955). 

Verf. gibt die folgenden Zusammenhänge zwischen den Charakteren <Ay 
der symplektischen und [A] der orthogonalen Gruppe von 2k Dimensionen: (A) — 
[A] = SS eh: Lu] Eu > er La]; [2] = CA) SE => en Lu] 7 >; Ivods FAR wo La der 
Koeffizient der S-Funktion {2} im Produkt {u} {a} ist; die Summation ist auch über 
{} zu erstrecken, und zwar sind speziell: {©} Partitionen der Form {2r, 28) 
r2sZ20, (r=s=0 ausgeschlossen), {n} Partitionen der Form 2r+1, 
2s+1}, r2s>0, {g} Partitionen der Form 2er, 2), s>0 (res 
ausgeschlossen), {c} Partitionen der Form az een. Dies beweist und 
vervollständigt Aussagen von Ibrahim (dies. Zbl. 56, 26). F. L. Bawer. 

Reiner, Irving: Real linear characters of the symplectie modular group. Proc. 
Amer. math. Soc. 6, 987—990 (1955). 

The author determines completely all homomorphisms of sympleetie modular- 
group into {-+ 1}, and the commutator subgroup of the symplectic modular group. 


L. K. Hua. 
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Krafft, Günther: Die stetigen Darstellungen der reellen Formen der komplexen 
unimodularen, orthogonalen und symplektischen Gruppen. Mitt. math. Sem. Gießen 
53..51.8..(1955). 

Verf. untersucht diejenigen reellen Lieschen Gruppen, welche bei Erweiterung 
des reellen zum komplexen Zahlkörper übergehen in entweder die komplexe uni- 
modulare Gruppe SL(n), oder die komplexe orthogonale Gruppe O(n), oder die 
komplexe symplektische Gruppe Sp (2n). Eine Aufzählung dieser reellen Lieschen 
Gruppen wurde bereits von E. Cartan [Ann. sei. Ecol. norm. sup., III. Ser. 31, 
362 (1914)] und von F. Gantmacher (dies. Zbl. 22, 315) durchgeführt. Verf. 
_ untersucht nun hier die stetigen Darstellungen dieser Gruppen. — $ 2 gibt einen 
kurzen Abriß der Darstellungstheorie der komplexen Gruppen SL (rn), O (n), Sp (n). 
Die Beziehungen zwischen den Infinitesimalringen der reellen und denen der zu- 
gehörigen komplexen Gruppen führen zu Beziehungen zwischen den Infinitesimal- 
ringen der entsprechenden Darstellungen. Diese ermöglichen es, die Darstellungen 
für die Einheitskomponente einer reellen Gruppe aus solchen der zugehörigen kom- 
plexen Gruppe zu gewinnen ($ 3). Damit wird eine Untersuchung darüber notwendig, 
welche der untersuchten reellen Gruppen mehr als eine Komponente besitzen ($ 4). 
Für diese Gruppen gelingt es, die Darstellungen der Einheitskomponente auf die 
vollen Gruppen auszudehnen ($ 7). — Die in $ 8 behandelte Spindarstellung der kom- 
plexen orthogonalen Gruppe ergänzt nicht nur die Ausführungen des $ 2, sondern 
verhilft überdies zur Auffindung gewisser Äquivalenzen, die zwischen den Dar- 
stellungen der komplexen O(n) entstehen, wenn man sich auf eine der zugehörigen 
reellen Untergruppen beschränkt ($ 9). Für die komplexen Gruppen SL(n) und 
Sp(n) werden solche Äquivalenzen angegeben. P. Roquette. 


Verbände. Ringe. Körper: 


Hughes, N. J. S.: Refinement and uniqueness theorems for the decompositions 
of algebraie systems with a regularity condition. J. London math. Soc. 30, 259—273 
(1955). 

A J-set is defined to be a set in which for certain (finite or infinite) 


families x, (u€ U) of elements a sum I %, exists, with the property that 
wel 


there is a zero-element 0, an arbitrary number of which may be added to or 
cancelled from a sum. Furthermore there may be n-ary operations, which are idem- 
potent for 0; these operations need not to be finitary and need not to be defined for 
all n-uples of elements. Decomposition of a &-set as an inner direct sum with an 
arbitrary number of summands is defined in the obvious way. In this paper sufficient 
conditions are given in order that two direct decompositions of a &-set have a com- 
mon refinement. The following auxiliary notions are required. An S-function of 
rank o is a function, which maps a subset of the cardinal produet of o &-sets into a 
$-set with the property that a point with at least one component 0 is mapped onto 
0. An S-system is a collection of Y-sets and S-functions with the property that the 
Y-sets which are used in the definition of the S-functions are in the system. A direet 
decomposition of an S-system consists of direct decompositions of its &-sets, which 
are compatible with its S-functions in a sense not to be described here. An S-system 
is called regular if every element = 0 of every &-set, which is a component of the 
domain of one of its S-functions, is a component of a point, which is mapped by one 
of its S-functions onto an element =+ 0 and if its other &-sets are generated by the 
_ ranges of those of its S-funetions, whose ranges are in that &-set. The main theorem 

states that two direet decompositions of a regular S-system have a common refine- 
_ ment. There are applications of this theorem to groups, rings and partially ordered 
sets. We mention the theorem stating that two decompositions of a group as a 
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direct sum of fully invariant subgroups have a common refinement. Another appli- 
cation is the solution of problem 11 of Birkhoff’s Lattice theory (this Zbl. 33, 101) 
concerning partially ordered sets with a least element: two factorizations of such 
a set have a common refinement. W. Peremans. 

Hughes, D. R.: Planar division neo-rings. Trans. Amer. math. Soc. 80, 502 — 
527 (1955). 

Ein Divisions-Neoring (DNR) ist eine nicht leere Menge R, in der zwei Opera- 
tionen, genannt Addition und Multiplikation, definiert sind, welche die folgenden 
Eigenschaften erfüllen: (a) R ist eine loop bezüglich der Addition, 0 sei deren 
neutrales Element; R — {0} ist eine loop bezüglich der Multiplikation, 1 sei deren 
neutrales Element; (c) es gelten die beiden Distributivgesetze. R ist genau dann 
ein planarer Divisions-Neoring (PDNR),d. h. Koordinatenbereich einer affinen Ebene 
(und somit spezieller Ternärkörper), wenn za+b=xc-+-d für a+c eindeutig 
nach zund ax +y=b, cx+y=d für a=c eindeutig nach x, y auflösbar 
sind. (Für endliche PDNR genügt eine dieser beiden Auflösbarkeitsbedingungen.) 
Ein DNR heißt assoziativ, wenn seine Multiplikation assoziativ ist. (Die assoziativen 
DNR sind genau die Neokörper im Sinne von L. Paige, dies. Zbl. 40, 305.) Die 
multiplikative loop eines endlichen PDNR R enthält höchstens ein Element e der 
Ordnung 2; für diesesgilt e + 1 = 0. Ist Raußerdem potenzassoziativ (d. h. erzeugt 
jedes ae R, a =+0 eine assoziative Unterloop), so ist außerdem die Addition von 
R kommutativ und esgilt (a +b) —b =a. — Sei & das direkte Produkt der multi- 
plikativen Gruppe eines assoziativren PDNR mit sich. 9, @=1, 2,3) seien die 
Untergruppen, die aus allen Paaren (1,a), (a, 1) bzw. (a,a) bestehen; D sei die 
Untermenge aller (a,b) von ® mit a«+5=1. Aus ge®, g&e9, =1, 2,3) 
folgt die Existenz genau eines geordneten Paares (d,, d,) von Elementen aus D mit 
g=d1d,'; ist dagegen ge 9, g=+ (1,1), so ist g nicht in der Form d, d," dar- 
stellbar. D erfüllt somit Bedingungen, die denen einer Differenzenmenge ähnlich 
sind (vgl. R.H. Bruck, dies. Zbl. 65, 133). Weitere Eigenschaften von D werden 
angegeben. — Es werden die Automorphismen endlicher abelscher PDNR unter- 
sucht. (,abelsch‘“ bedeutet, die multiplikative loop ist eine abelsche Gruppe.) Ist 
n die Ordnung des abelschen PDNR R und p ein Primteiler von n, so ist die Abbil- 
dung x — x” ein Automorphismus von R; der Beweis hierfür wird mittels Unter- 
suchungen im Gruppenring von ® geführt. Hieraus folgen Beschränkungen über die 
Ordnung einer endlichen abelschen PDNR, u. a. wird hergeleitet, daß n für n < 250 
notwendig eine Primzahlpotenz ist. — In einem Anhang gibt Verf. Beispiele unend- 
licher eigentlicher abelscher PDNR an; es ist jedoch nicht bekannt, ob endliche 
eigentliche PDNR existieren. [Vgl. auch G. Piekert, Projektive Ebenen über Neo- 
körpern, Wiss. Z. Friedrich-Schiller-Univ. Jena, math.-natur. R. 1955/56, 131—135 
(1956).] J. Andre. 

Boecioni, Domenico: Semianelli complementarizzabili. Rend. Sem. mat. Univ. 
Padova 24, 474—509 (1955). 

L’A. appelle semi-anneau S un ensemble muni de deux operations: addition 
et multiplication, qui en font un semi-groupe abelien pour l’addition, la multi- 
plication etant associative et distributive par rapport & l’addition. Il considere en 
outre unsous-ensemble M de S, multiplicativement clos, et dont tous les &l&ments 
sont simplifiables dans S vis & vis de la multiplication. On dit alors que le semi- 
anneau S est „compl&mentarisable“ ä gauche par rapport & M quand il existe 
un sur-anneau A de S ayant les propri6tes suivantes: I. A est un anneau ayant un 
el&ment unite, II. Tout element x de M possede un inverse x! dans A, III. Tout 


elöment x de A est representable sous la forme x — yı(a—b), avee yeM, aet‘ 


beS. — Le theoreme fondamental obtenu est alors le suivant: Pour que le semi- 
anneau S soit complementarisable & gauche par rapport & M, il faut et il suffit qu’il 
verifie la condition A) a,bE S et yE M 6tant donnes, il existe a,beSety\,eM 
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els que y„a+b,y=y,ıbd-+ a,y. L’anneau A est alors determine de facon unique 
‚un isomorphisme pres. — Lorsque S est un anneau et M un sous-ensemble multi- 
licativement ferme d’el&ements non diviseurs de zero, ce theoreme revient au 
heoreme d’Asano suivant lequel il existe un anneau de quotients ä gauche si et seule- 
nent si la condition suivante est remplie A,) c€ S et y€ M etant donnes, on peut 
rouver c,€ S,et y,„€M tels que y}ce=c,y; Y’anneau des quotients & gauche est 
nivoquement determine par Set M & un isomorphisme pres. — L’A. demontre 
lirectement son th&oreme au moyen d’une Equivalence dans l’ensemble M x S x S 
t retrouve le th&eoreme d’Asano comme cas particulier. Il est bien plus commode 
le passer d’abord du semi-anneau S & un anneau S’ par une öquivalence classique 
lans l’ensemble S x S, puis d’effeetuer une immersion au moyen du th&oreme 
’Asano qui est applicable en vertu de la condition A qui entraine la condition A, 
ans S’. Le cas d’un pseudo anneau quiest envisag6 par l’A. &la fin de son travail 
ourrait &tre traite par une methode analogue. L. Lesieur. 

Jönsson, Bjarni: Distributive sublattices of a modular lattice. Proc. Amer. 
ath. Soc. 6, 682—688 (1955). 

L’A. dä la seguente condizione necessaria e sufficiente affinch® un sottoinsieme 
non vuoto) X diun reticolo modulare A generi un subreticolo distributivo (teorema 2) 


h m \ n m N 
i) 185 2) AIy=2 (2: Aal v) 
al j=1 


v=1 Jj-=1l i= = 
m, n interi positivi) ogni qualvolta si abbia: x), 29, . . +, La» Y1> + + > Yn € X. Le con- 
izioni (i) non sono perö tutte indipendenti; ciö permette all’A. di dedurre dalle (i) 
ondizioni piü semplici in aleuni casi speeiali, ritrovando in particolare la nota con- 
izione perch® tre elementi x, y,2 di un retricolo modulare A generino un reticolo 
istributivo [la quale & semplicemente: («+ J)2=x2+ y2]. NB: Basandosi sulla 
icerca di Jonsson, R. Mustie E. Buttafuoco hanno ridotto sistematicamente 
| numero delle condizioni nel caso di X finito [Sui subreticoli distributivi dei 
eticoli modulari, Boll. Un. mat. Ital., III. Ser. 11, 584—587 1956)]. L’A. fa infine 
edere su di un esempio che le condizioni (i) non possono essere sostituite dalle 


ondizioni piü semplici: 
Mm Mm 
(8 u)y- L 2,9%; 


» i=1 i=1 
ascia aperto il problema se le (1), insieme alle loro duali, siano equivalenti alle (i). 
L. Lombardo- Radice. 

Tandai, Kwoichi: On certain pairs of mappings of modular lattices. Sci. 
apers College general Educ. Univ. Tokyo 5, 83—86 (1955). 

L’A.simplifie certaines d&emonstrations de M.Hukuhara (ce Zbl. 57, 337) et les 
eneralise en remplagant l’ensemble des sous-espaces d’un espace vectoriel V par une 
attice modulaire L admettant un plus petit element 0 et un plus grand element 1. 
es endomorphismes de V sont remplaces par les couples (9, p) ol @: J — L et 
.L>L verifient les axiomes: P&UVP)=P)v PP) vn P') — 
Ko) ap (PB), P pl) = v PL), pP) np). J. Dixmier. 

e Albada, P. J. van: Integral relations in alternative coordinate rings. Leiden: 
Drukkerij „Luctor et Emergo“ 1955. 43 p. ax 

Sei R ein Ring mit Einselement und mit nullteilerfreiem Primring //, in dem 
ie Alternativgesetze (a, @, b)=(b,a,a)=0 gelten [(a, b, c) —=ab:.c—a:.bec 
yesetzt]. Ein Polynom P aus dem freien nichtassoziativen Polynomring F=II (ie 2) 
heißt Identitätspolynom (IP) bezüglich R, wenn Pa: 0) = 0 für alle 
Br..,a,€ R-gilt. Die IP bezüglich R bilden ein T-Ideal in F, das ist ein Ideal, 
5: mit P(&,.-.„2%) auch P(y».-» Y,) tür beliebige: Yı-ı» Y. € F enthält. 
Die Polynome P aus F werden auf folgende Weise durch Einführung einer Signatur 
klassifiziert: Einem Produkt (Monom) in % +. +» % mit n,-tem Grad in x, werde 
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k . 
die Signatur s— (d,...,d,) mit d,= N n, zugeordnet. Für zwei Signaturer 


I ® 
soll (d,...,%)< (di, .,dy) bedeuten: Es gibt ein j mit 1<S i<k so dal 
d,—=d, für 1<i<j—1lundd,<d; gilt. Das Maximum der Signaturen alles 
Summanden von P heiße eine spezielle Signatur von P. Das Minimum aller spezieller 
Signaturen von P, die man durch Vertauschen der Indizes 1,...,% erhält, wire 
schließlich die Signatur von P genannt. Ein in einem festen T-Ideal gelegene 
Polynom mit möglichst kleiner Signatur und (unter diesen) mit möglichst wenijä 
Monomen.heißt T-Kern. Es werden für einige niedrige Signaturen diejenigen Poly; 
nome angegeben, die T-Kerne sind. So ergeben sich u. a. für die Signaturen (2, 1} 
(3,1) und (3, 2,1) die Polynome [,yJ =2y-—-yz, [[%, yj,y]) und (x, y,2) al 
einzige T-Kerne. Für Ringe R, die keine nilpotenten Elemente enthalten, folger 
weitere Reduktionen. Hieraus ergibt sich folgende Verschärfung eines Satzes vo» 
M. Hall [Trans. Amer. math. Soc. 54, 229—-277 (1943), Thm. 6. 2]: Ein assoziative: 
Divisionsring, für den [[x, y]2, x] = 0 für alle x, ye R gilt, ist entweder kommu 
tativ oder eine Quaternionenalgebra über seinem Zentrum. Zum Schluß werden 
noch einige nicht ganze Relationen in Alternativringen (d. h. solche, in denen auch #7" 
vorkommt) untersucht und geometrische Anwendungen gebracht. .J. Andre. 

San Soucie, R..L.: Right alternative rings of charaecteristice two. Proc. Amer 
math. Soc. 6, 716—719 (1955). 

Ein Assoziator eines Ringes R wird durch (z, y,2) = xy-2— xyz definiert! 
R heißt rechtsalternativ, wenn (x, y, y) =0 füralle x, ye R gilt. F sei der von m 
und x, erzeugte freie nichtassoziative Ring. Die Elemente u,, ü,, u,€ R bilden nacl 
Kleinfeld (dies. Zbl. 52, 267) ein alternatives Tripel, wenn folgendes gilt: (a) E) 
gibt a, [r, BJeFf ü=1,23,3) und r,rzER derart, daß u,=o,[r, rs isbl 
(b) sind s,),s, Elemente eines beliebigen Alternativringes und gilt % —= x, [Sı; Sa] | 
so ist (4, U, us) = 0. Der Ring R hat die Eigenschaft (P), wenn (u,, %,, u) =! 
aus (%,, %, 4)? —= 0 für jedes alternative Tripel u,, u,, u, folgt. Verf. überträgt dis 
Ergebnisse von Kleinfeld (a. a. O.) auf Ringe mit Charakteristik 2 und beweist! 
Ein Rechtsalternativring der Charakteristik 2, für den außerdem w(xy-2) = 
(w x. y) x gilt, ist genau dann alternativ, wenn er die Figenschaft (P) hat. Dies is: 
eine Verallgemeinerung eines Satzes des Verf. über rechtsalternative Divisionsring« 
der Charakteristik 2 (dies. Zbl. 64, 34). J. Andre. 

Kleinfeld, Erwin: Generalization of a theorem on simple alternative rings: 
Portugaliae Math. 14, 91—94 (1955). 

Es handelt sich um eine Verallgemeinerung des folgenden vom Verf. (dies. Zbl 
öl, 25) bewiesenen Hauptsatzes: Ein alternativer Ring R, der kein Nilring ist unc 
keine eigentlichen zweiseitigen Ideale besitzt, ist entweder assoziativ oder eine 
Cayley-Diekson-Algebra. Verf. beweist, daß die Aussage des Hauptsatzes schor 
gilt, wenn der Durchschnitt aller von Null verschiedenen zweiseitigen Ideale von 7 
kein Nilrine ist. i E. Trost. 

Jenner, W. E.: Arithmeties of Lie algebras. Nieuw Arch. Wiskunde, III.R 
3, 72—78 (1955). 

Verf. versucht, eine geeignete Idealtheorie in halbeinfachen Lieschen Algebrer 
der Charakteristik Null zu entwickeln, um auf diesem Wege — in Analogie zu den fü: 
gewöhnliche Algebren bekannten Zusammenhängen — Strukturaussagen über ge 
wisse Klassen Liescher Algebren über Körpern von Primzahlcharakteristik zu ge 
winnen. Dazu wird ein Teilring O einer Lieschen Algebra & über einem Körper / 
der Charakteristik Null, welcher Quotientenkörper eines Dedekindschen Ringes ı 
ist, ganz genannt, wenn D ein endlich erzeugbarer o-Modul ist, der eine k-Basis 
ie x enthält. Bei algebraischen Zahlkörpern k wird lokal die Existenz von ganzer 

eilringen, die multiplikative Einheitsoperatoren ihrer Ideale sind, für fast all 
Primstellen von k nachgewiesen. Für endlich viele Primstellen von k bleibt dies 
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m araes offen. Im zweiten Teil der Arbeit werden die Grundlagen einer all- 
gemeinen Idealtheorie Liescher Algebren durch Einführung der Begriffe „teiler- 


iremd“, „direkter Durchschnitt“ und ‚Blockideal‘“ entwickelt. Die Definitionen 
und Sätze sind analog zu denen einer früheren Arbeit des Verf. (dies. Zbl. 52, 270) 
über gewöhnliche Algebren. P Wolf 


Villamayor, Orlando E.: On the theor ilat ions in assoeiati 

er Cuyana 1, 140 oe of unilateral equations in associative 
A. Der Verf. untersucht Gleichungen und Gleichungssysteme in assoziativen 
Ringen, und zwar behandelt er in den ersten drei Abschnitten der Arbeit Systeme 
einseitiger linearer Gleichungen in beliebigen Ringen und im vierten Gleichungen 
höheren Grades in einer Unbestimmten in kommutativen Ringen. Dazu a er 
sich im wesentlichen der — naheliegend definierten — freien Erweiterungen in 
ndlich vielen Unbestimmten, bzw. im kommutativen Fall des Polynomringes über 
inem Ring. — Ist A ein assoziativer Ring, /', (A) die freie Erweiterung von Ainn 
Breeimmten Xp... An 1=f/&,..,2)€ 1, (4), so heißt die Gleichung 
— 0) lösbar, wenn es einen Homomorphismus von J',(A) auf einen Ring B gibt 
er A isomorph abbildet und dessen Kern f enthält. Die Bilder der X,in Bsind bes 
ösungen der Gleichung. Ein System von Gleichungen heißt verträglich (compatible) 
wenn die Gleichungen in einer geeigneten Erweiterung von A simultane Pen 
besitzen. A heißt Rechts- (Links-) Halbkörper (semi-field), wenn jede lösbare lineare 
Gleichung ax — b= 0 (xa—b= 0) schon eine Lösung in A hat. Ein Halbkörper 
ist ein Rechts- und Links-Halbkörper. A heißt vollständiger Rechts-Halbkörper 
sw., wenn jedes verträgliche System linearer Rechts- usw. Gleichungen in A Lö- 
ungen hat. Einfache Anwendungen des Satzes von Zorn zeigen, daß sich jeder 
Ring in einen (nicht eindeutig bestimmten) Rechts- usw. Halbkörper einbetten 
läßt. Hauptergebnis des zweiten Abschnittes: Enthält der Ring A ein Einselement, 
oist ax —-b= 0 genau dann lösbar, wenn aus za — 0 stets 2d=0 folgt 
(ze A). Im Beweis von Theorem 9,3 scheint dem Ref. die Überlegung des ersten 
Absatzes auf p. 16 nicht schlüssig. Der Rest des Beweises läßt sich sehr vereinfachen 
(einige andere übrigens auch), wenn man sich auf direkte Summen beschränkt, die 
subdirekten lassen sich hierauf einfach zurückführen. — Abschnitt 3 behandelt 
Systeme einseitiger linearer Gleichungen in einer und mehreren Unbestimmten. 


n 
ypisches Ergebnis: = a,%,; = b ist lösbar, wenn aus 2a, = i=l,..,R 


tets 2b = 0 folgt. Als Anwendungen dieser Ergebnisse werden einige Sätze über 
invariante Ideale I in gewissen Ringen A hergeleitet. Dabei heißt / invariant be- 
züglich eines Oberringes B von A, wenn der Durchschnitt von A mit dem Erzeugnis 
von Iin B gleich I ist. Im letzten Teil werden kommutative Ringe, meist mit Eins- 
element, betrachtet. Es werden Sätze über Ideale im Polynomring A[X] bewiesen, 
z. B.: Ist fein monisches Polynom minimalen Grades des Ideals IC A [X], so er- 
zeugt f das Ideal I. Dabei heißt ein Polynom in einem Ring mit Einheit monisch 
(monie), wenn der höchste Koeffizient gleich Eins ist. Ist B Oberring von A, so heißt 
ein Element #€ B algebraisch über A, wenn es einer nicht trivialen Gleichung 
f($) = 0 genügt. Theorem 4.4: Ist A ein Halbkörper und 9 algebraisch über A, 
so ist jedes Element des von A und # erzeugten Unterringes A (0) von B algebraisch 
über A. Theorem 4.5: Genügt 9 einer Gleichung f(#) = 0 mit monischem f, 
und ist A ein Halbkörper, so auch A). H. Leptin. 


Sur les &quations et les systemes linsaires dans les 
Paris 240, 1750-1751 (1955). 

(dies. Zbl. 64, 30) werden weitere Er- 
ndige und hinreichende Be- 
inem 


Villamayor, Orlando: 
anneaux associatifs. II. C. r. Acad. Sci., 
Im Anschluß an den 1. Teil dieser Note 
hne Beweis mitgeteilt. Diese betreffen notwe 
für die Lösbarkeit linearer Gleichungssysteme mit Koeffizienten aus e 
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beliebigen assoziativen Ring A. Ferner werden Fragen über algebraische Erweite 
rungen und Einbettungsfragen behandelt, bei denen der Begriff des Halbkörper 
(semi-corps) und ähnliche Begriffe eine wichtige Rolle spielen. Dabei heißt A ei 
Halbkörper, wenn jede in einer Erweiterung von A lösbare lineare Gleichung bereit 
eine Lösung in A besitzt. F. Kasch. 

Tominaga, Hisao: On a theorem of N. Jacobson. Proc. Japan Acad. 31, 653 
654 (1955). 

Generalisant des resultats de N. Jacobson (ce Zbl. 64, 269), l’A. d&montre, p 
des möthodes tout & fait analogues, les th&oremes suivants: I. Soit R un annea 
simple, R’ un sous-anneau simple ayant m&me &l&ment unite, Z, Z’ les centres de F 
R'. Si R, consider comme R’-module & gauche, est de longueur finie, et si [R’:Z7 
est fini, alors [R:Z] est fini. Re&ciproquement, si [R:Z] est fini, alors [R':Z’] < 
[R:Z]. II. Avec les m@mes notations, si R est de dimension 2 sur R’ (& gauche), : 
[R’:Z’] est fini et si Z’ n’est pas de caracteristique 2, alors R est galoisien sur R' 

J. Dieudonne. 

Nakayama, Tadasi: Derivation and cohomology in simple and other rings. II 
(A remark on the Kronecker product A xc A). Mem. Coll. Sci. Univ. Kyotc 
Ser. A 29, 89-91 (1955). 

(Teil I dies. Zbl. 46, 32.) A sei ein Ring mit Einselement 1, € Teilring von £ 
1€C; A erfülle ferner als A-C-Modul (A Links-, € RechtsoperatorenbereicH 
die Minimalbedingung für Teilmoduln und besitze eine endliche C'-Linksbass 
2,0, mit Co, =6,€@. Istidann A x A zweiseitig vollreduzibel, so ist A al 


A-C-Modul vollreduzibel. W. Gaschütz. 


Nagahara, Takasi and Hisao Tominaga: A note on Galois theory of divisio) 
rings of infinite degree. Proc. Japan Acad. 31, 655—658 (1955). 

Es sei Dein Schiefkörper und L ein galoisscher Unterschiefkörper von D mit de: 
Galoisgruppe ©. Setzt man voraus, daß jedes Element aus D bei den Automon: 
phismen aus & nur endlich viele verschiedene Konjugierte besitzt, so folgt: De 
Zentralisator V» (L) von Lin D ist entweder gleich dem Zentrum von D oder Vp (1 
ist ein endlicher Körper. Der Beweis dieses Satzes ist so angelegt, daß er auch ein: 
entsprechende Aussage für einfache Ringe mit Minimalbedingung liefert, wobe 
allerdings noch weitere Voraussetzungen hinzukommen. F. Kasch. 

Amitsur, 8. A.: Generie splitting fields of central simple algebras. Ann. « 
Math., II. Ser. 62, 8—43 (1955). 

In dieser wichtigen Arbeit wird eine vollständige Antwort auf die Frage nac' 
einer Charakterisierung aller, d.h. sowohl der algebraischen als auch der transzen 
denten Zerfällungskörper einer zentralen, einfachen Algebra A gegeben. Dies 
Charakterisierung erfolgt durch einen Körper D = D (A), der folgende Eigenschafte 
besitzt (Theorem 9. 1): (1) D ist ein über dem Zentrum © von A regulärer Funk 
tionenkörper vom Transzendenzgrad n — 1 (n? gleich Rang von A/C); (2) D is 
Zerfällungskörper von A; (3) ein Körper 22C ist dann und nur dann Zerfällungs 
körper von A, wenn E Oberkörper eines Restklassenkörpers von D (Restklasser 
körper im Sinne der Arithmetik des Funktionenkörpers) ist, und das ist dann un 
nur dann der Fall, wenn das Körperkompositum (EZ, D) isomorph zum Körpe 
E (x... %,_,) aller rationalen Funktionen in n— 1 Unbestimmten ist; (4) de 
Körper D besitzt eine Gruppe von Isomorphismen, die isomorph zur Gruppe A*/C 
ist, wobei A* bzw. C* die multiplikative Gruppe aller regulären Elemente von. 
bzw. C’ist. Im Sinne dieses Satzes kann D als allgemeinster Zerfällungskörper von . 
bezeichnet werden. Dieses Ergebnis stellt eine weitgehende Verallgemeinerung eine 
Ergebnisses von E. Witt (dies. Zbl. 10, 149) über Quaternionenalgebren dar. I 
Gegensatz zu E. Witt ist die hier zum Nachweis der Existenz von D benutzt 
Schlußweise aber nicht arithmetischer Natur, sondern die Grundlage bildet di 
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Darstellungstheorie, die im I. Teil der Arbeit entwickelt wird. Dabei spielt der Be- 
griff der verallgemeinerten halblinearen Abbildung (v.h. A.) eine wichtige Rolle. 
Seien K< HC F Körper und sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum über F. Unter 
einer v. h. A. ist dann eine homomorphe Abbildung 7 eines 7-Unterraums V, von V 
in V zu verstehen, die T(k v) = h? T (v) mit einem Isomorphismus von H/K in F 
genügt. Auf weitere Einzelheiten der umfangreichen Arbeit kann hier nicht einge- 
gangen werden. Der Verf. gibt am Ende der Arbeit eine geometrische Deutung seiner 
Ergebnisse. F. Kasch. 
| e Chätelet, F.. R. Croisot, R. Descombes, I. Fleischer, J. Guerindon, P. Jaf- 
fard, M. Krasner, M. Lazard, L. Lesieur, J. Petresco, ©. Pisot, J. Riguet et P. Samuel: 
Algebre et th6orie des nombres. (Facult& des Sciences de Paris, Seminaire P. Dubreil, 
8e annee 1954/55). Paris: Secr&etariat mathematique 1955 (hektogr.). 

Es handelt sich um eine hektographierte Sammlung von Vorträgen, die 1954/55 
im Seminaire P. Dubreil, Paris gehalten wurden. Im folgenden werden die Themen 
dieser Vorträge mitgeteilt und — falls dadurch der Inhalt noch nicht genügend 
gekennzeichnet ist — einige stichwortartige Angaben gemacht. F. Chätelet: 
Geometrie diophantienne et theorie des algebres. Gegenstand des Vortrages ist 
ein Ergebnis von 8. A. Amitsur (vgl. vorstehend. Referat), welches besagt, daß es 
zu jeder zentralen einfachen Algebra A einen algebraischen Funktionenkörper D 
gibt, der in einem gewissen Sinne als allgemeinster Zerfällungskörper von A be- 
trachtet werden kann. — R. Croisot: Sur une generalisation de la theorie des A- 
modules de Grundy. Verallgemeinerung der Überlegungen von P.M. Grundy [A 
generalization of additive ideal theory, Proc. Cambridge philos. Soc. 38, 241—27 
(1942)] auf Mengen mit einer Halbgruppe als Operatorenbereich. — R. Descombes: 
Sur un probleme d’approximation diophantienne non homogene. Modifizierte 
Darstellung eines Ergebnisses von J. W.S. Cassels (dies. Zbl. 55, 44) über 
Linearformen der Gestalt © jo C—-u+n]| mit u, v ganz, v> 0 und £,n reell mit 
EB eutrn&0 für al su —L Fleischer: Les homomorphismes dans les 
algebres gen£ralisees. Übertragung des Homomorphiesatzes, der Isomorphiesätze 
und des Satzes von Jordan-Hölder-Schreier auf universelle Algebren (algebres 
universelles; Verf. nennt diese algebres generalisees). — J. Guerindon: Generali- 
sation additive de la theorie desideaux. Verallgemeinerung auf unitäre, noethersche 
Moduln nach dem Vorbild der bereits erwähnten Arbeit von P.M. Grundya 
M. Jaffard: Sur les groupes reticules assoeies & un groupe ordonne. Im Anschluß 
an J. Lorenzen (dies. Zbl. 21, 387) und frühere Arbeiten des Verf. (dies. Zbl. 51, 13 
und die dort angegebene Literatur) wird die Frage nach der Einbettung einer ge- 
ordneten Gruppe in eine vollständig geordnete Gruppe (groupe reticule) behandelt. 
_ M.Krasner: La non-existence de certaines extensions de» corps. Darstellung 
der Beweisideen zu Ergebnissen des Verf. (dies. Zbl. 50, 34; 51, 28, 267). — M.La- 
zard: Groupes de Lie formels & un paramötre. Vgl. dazu auch Verf. dies. Zbl. 59, 
956. — L. Lesieur: Sur les ideaux irr&ductibles d’un anneau ou d’un demi-groupe 
commutatif. Einheitliche Herleitung und Verallgemeinerung von Ergebnissen über 
irreduzible Ideale kommutativer Ringe und Halbgruppen, die für die Ringe von 
W. Gröbner (dies. Zbl. 9, 290; 42, 265) und für Halbgruppen vom Verf. (dies. Zbl. 
64, 21, 261) aufgestellt worden waren. — J. Petresco: Sur les groupes libres, 
I. Identite, theoreme de Nielsen-Schreier; TI. Transformations des suites de gene- 
rateurs. — Ch. Pisot: Quelques resultats nouveaux dans l’&tude d’un ensemble 
remarquable d’entiers algebriques. Angabe der Methode und der Ergebnisse von 
Arbeiten des Verf. zusammen mit J. Dufresnoy (dies. Zbl. 64, 37, 273 und die dort 
angegebene Literatur) über die Menge aller ganzalgebraischen Zahlen, deren Konju- 
gierte alle innerhalb des Einheitskreises liegen. — P. Samuel: Courbes planes en 
_ caracteristiqgues 2. Der Unterschied zwischen den klassischen Ergebnissen und den 
Ergebnissen im Falle der Charakteristik 2 wird auseinandergesetzt. F. Kasch. 
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Eilenberg, Samuel, Masatoshi Ikeda and Tadasi Nakayama: On the dimension 
of modules and algebras. I. Nagoya math. J. 8, 49—57 (1955). 

Die Arbeit dient der Koordinierung der von Ikeda, Nagao und Nakayamaz 
[Nagoya math. J. 7, 115—131 (1954)] und der von Eilenberg [Commentarii math 
Helvet. 28, 310—319 (1954)] erzielten Resultate über die Kohomologietheorie dr 
Algebren. An neuen Ergebnissen enthält sie die folgenden: In der Bezeichnungsweise 
von Eilenberg gilt für eine endliche X-Algebra A, mit Körper K und ein zweiseitiges 
A-Ideal ! aus dem Radikal N von A dim A< dim A/l +1. dim, A/l. Die Ungleii 
chung folgt aus dem allgemeinen Satz l. dim, A <1.dim , 4+1.dim ,A’ für eir 
beliebiges homomorphes Bild A’ von A und einen beliebigen A-Modul 4. — Zum 
Nachweis der Separabilität von A/N falls dim A < 00 benutzten die Verf. früher: 
daß bei dim A < oo die Cartan-Matrix von A gleich —- 1 ist. Zum Beweis der Nicht- 
umkehrbarkeit dieses Sachverhalts wird hier eine Frobeniusalgebra A konstruiert 
— für die also nach früheren Sätzen dim A = 00 ist — deren Cartan-Matrix den 
Wert — 1 hat. W. Gaschütz. 

Doeprit, Andr&: A.S. Eddington’s E-numbers. Ann. Soc. sci. Bruxelles, I. Ser: 
69, 50—78 (1955). 

A sei ein kommutativer Ring mit Einselement, x und £ Zahlen aus A. Ver- 
allgemeinerte Quaternionen-Algebra 2 (A; a, ß) heiße die Algebra — vom Rang 4 — 
über A mit der Basis (*) 1, e,, e,, e; und der Multiplikationsregel e?=xa, = ß} 
aß 19 = ga Hu— = — Pe, = —— ag 
Verf. nennt verallgemeinerte Sedenionen-Algebra 2(A;«,ß,y,6) das Tensor- 
produkt — vom Rang 16 — von Q(A;«,ß) und 2(A;y, 6). „Die“ Sedenionen- 
Algebra ist 2(C; —1,—1,—1,—1), wo C der Körper der komplexen Zahlen; das 
ist Eddingtons Algebra der H-Zahlen, die in anderer Weise auch bei Dirac vorkommt.. 
Es werden viele wichtige Eigenschaften dieser Algebren übersichtlich zusammen- 
gestellt. Verf. nennt Dirac-Gruppe die Gruppe der Ordnung 32, die von den Basis-- 
elementen von 2 (4; —1,—1,—1,—1) und ihren Negativen — bei der aus (*) in! 
natürlicher Weise abgeleiteten Basis —- gebildet wird (Ref. macht darauf aufmerksam, 
daß sie wesentlich von dieser Basiswahl abhängt) und stellt auch deren Eigenschat-- 
ten ausführlich zusammen. Endlich wird gezeigt, daß die verallgemeinerte Sede-- 
nionen-Algebra als Clifford-Algebra © über einem 4-dimensionalen metrischen Raum 
(Definition nach Chevalley, The algebraic theory of spinors; dies. Zbl. 57, 259) oder: 
als zweite Clifford-Algebra C, über einem 5-dimensionalen metrischen Raum an-- 
gesehen werden kann und daß auch ein Zusammenhang mit der Olifford-Algebra. 
über einem 6-dimensionalen metrischen Raum besteht — Tatsachen, die für die 
physikalische Anwendung besonders wichtig sind. H. Boerner. 

Fadini, Angelo: Nozioni di aritmetica appoggiata ad un’algehra. Ricerca, 
Rivista Mat. pur. appl. 6, Nr. 3, 17—31 (1955). 

Fadini, Angelo: Algebre di matriei diagonali ed algebre di Boole collegate a 
particolari classi modulo n. Ricerca, Rivista Mat. pur. appl. 6, Nr. 2, 20-26 (19555 

Rees, D.: Valuations associated with a local ring. I. Proc. London math. Soc. 
III. Ser. 5, 107—128 (1955). 

Eine Abbildung, die jedem Element x eines kommutativen Ringes A mit Eins- 
element 1 einen Wert v(x) aus der geordneten Additivgruppe der rationalen Zahlen 
(plus einem Symbol 00) zuordnet mit den Eigenschaften: (1) 210) = Sol) 
(2) v(2—- y) Zmin(v(a),v(y)); (3) v(ay) Zoe) + v(y); heißt eine Pseudo- 
bewertungauf A. Ist überdies (4) v(a*) =: v(x) für jedes x und jede natürliche 
Zahl n, so heißt v(x) homogen, und ist stets v(x y) — v(x) + v(y), so ist v(x) eine 
Bewertung. — Nach einer Reihe von Vorbemerkungen über Pseudobewertungen, Be- 
wertungen und Ganzabhängigkeit von Idealen bemerkt Verf. aufbauend auf Über- 
legungen von Samuel (dies. Zbl. 49, 23), daß in einem Noetherschen Ring A für jedes 


Ideal a die Funktion », (2) = lim v, (x")/n, wo v.(y) = m, falls yEa”,ydantl, eine 
N >00 
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homogene Pseudobewertung auf A ist; es ist v,.(2) = 0 für jedes Ringelement 
(dem Ring assoziierte Pseudobewertung). Hauptergebnisse: Ist Q ein äqui- 
charakteristischer Stellenring der Dimension d mit dem maximalen Ideal m (Q und 
lm haben die gleiche Charakteristik) und ist q ein m-primäres Ideal von Q, so be- 
sitzt v, eine eindeutige unverkürzbare Darstellung v, = min, durch endlich viele 


L 

diskrete Bewertungen v, von Q und die Dimension der zugehörigen Restklassen- 
körper ist bestimmbar. — Nennt man zwei Ideale a und b asymptotisch äqui- 
valent, falls v,(2)=v(2) für alle «, und projektiv äquivalent, falls 
da (2) =&:% (x) für alle x, so folgt: Zwei m-primäre Ideale q, und q, von Q sind 
d. u.n. d. asymptotisch äquivalent, wenn sie die gleichen ganzen Abschließungen 
fı = 9a haben, und projektiv äquivalent, wenn natürliche Zahlen r und s existieren, 
o daß q” und q$ asymptotisch äquivalent sind. — Anwendungen der Pseudobewer- 
ungen auf die Multiplizitäten m-primärer Ideale q werden angegeben. — Schließlich 
eigt Verf. in Verallgemeinerung eines Ergebnisses von Krull [vgl. Idealtheorie (dies. 
bl. 11, 197), S. 138—139], daß in einem vollständigen lokalen Integritätsbereich Q 
er Dimension d mit dem maximalen Ideal m genau die diskreten Bewertungen v, 
es Quotientenkörpers von Q (bis auf äquivalente) in den unverkürzbaren Darstel- 
ungen der v, vorkommen, deren Restklassenkörper die Dimension d—1 über 
[m besitzen; hiermit werden die zu ‚„Divisoren zweiter Art“ gehörigen Bewer- 
ungen ausgeschlossen. E. Lamprecht. 

Rees, D.: A note on valuations associated with a local domain. Proc. Cambridge 
hilos. Soc. 51, 252—253 (1955). 

Unter Benutzung der Bezeichnungen und Ergebnisse des vorstehenden Ref. 
eigt Verf.: (1) Ist‘Q ein äquicharakteristischer lokaler Integritätsbereich mit dem 
aximalen Ideal m, so ist der Durchschnitt aller ganzabgeschlossenen ein festes 
deal a enthaltenden m-primären Ideale von Q die algebraische Abschließung a 
on a. — (2) Ist Q wie oben erklärt und S die Menge der zu Q assoziierten Bewertun- 
en des Quotientenkörpers F von Q, dann ist der Durchschnitt der zu S gehörigen 
ewertungsringe die algebraische Abschließung von ea} E. Lamprecht. 

Keller, Ott-Heinrich: Eine Bemerkung zur Ausführung der körpertheoreti- 
chen Operationen in erträglich vielen Schritten. Math. Z. 63, 277—285 (1955). 

Es handelt sich um einen Beitrag zur Verringerung der Anzahl der Schritte, die 
ei der Bestimmung der Gruppe einer Gleichung zu machen sind. Grundlage ist 
er folgende Satz, bei dem eine Idee von I. Sehur, Math. Z. 29, 463 (1929) [nicht 
928 wiein Fußnote 1 angegeben] benutzt wird. Satz: Es sei G ein Integritätsbereich, 
sein Quotientenkörper. K sei separabel und enthalte unendlich viele Elemente. 
ie Zahlen « und f seien ganz algebraisch über @; P möge der irreduziblen Gleichung 
(ß) = 0 über @ genügen. Es sei u eine Zahl aus G, die in der Diskriminante von 
icht aufgeht. Dann ist ?+ux ein primitives Element des Körpers K (a, ß). — 
um Beweis seien &; bzw. ß, die Konjugierten von & bzw. ß. Nimmt man an, daß 
„Tu =ß,+ ua; sei, so folgt , — Pf, = ul — &) was nach Wahl von u 
ur für v= u und j=i gelten kann; also sind die Konjugierten von Fi u« alle 
oneinander verschieden, und ß-+ u« ist ein primitives Element. — Dieser Satz 
ird nun ausgenutzt, um ein Polynom g(x,) in irreduzible Faktoren zu zerlegen. 
ildetman F(xz,u=N(g(e — us, &)) und zerlegt man Fin Faktoren DE, F, .. 
..P,, dann sind die Faktoren von g die größten gemeinsamen Teiler der F, mit g. 
Statt wie üblich mit unbestimmtem u zu rechnen, was eine sehr große Zahl von 
Rechenschritten erfordert, erlaubt der angegebene Satz für u ein Element zu wählen, 
as nicht in der Diskriminante eines irreduziblen Teilers von N (g(x, a)) aufgeht. 
e Zusammenhang wird für g (2,0) —=f(#) |(x— a), wobei f(x) das zu untersuchende 
Polynom mit f(a) = ist, ausgenutzt (Resolventenbildung). Wegen N (g(x, %)) = 
(xy ist jetzt F(s,w)=f (x)! (mod u). Sucht man eine Zerlegung F=P® 
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in Polynome bestimmter, durch n teilbarer Grade, so kann man für ein Primelemen! 
u P und Q u-adisch entwickeln, wobei auf Grund der vorhergehenden Bemerkun} 
die Anfangskoeffizienten als Potenzen von f(x) bekannt sind. Dies macht es möglich 
die Teiler von F durch das Lösen linearer Kongruenzen zu bestimmen. Die sowei 
angedeutete Schlußweise wird am Beispiel der Gleichung tr +5 1—- 


ausgeführt, deren Gruppe sich als die volle metazyklische Gruppe herausstellt. 
F. Kasch. 


Volnina, N. V.: Über Körper mit erweiterten Polyedergruppen. Doklady Aka 
Nauk SSSR 105, 889—892 (1955) [Russisch]. 

Die Frage nach der Einbettbarkeit von Galoiskörpern mit Polyedergruppe ii 
Galoiskörper mit nach Klein erweiterter Polyedergruppe wird auf die Frage nacl 
der Isomorphie gewisser Quaternionenalgebren reduziert. H. Reichardt. 


Mostowski, Andrzej: Eine Verallgemeinerung eines Satzes von M. Deurin 
Acta Sci. math. 16, 197—203 (1955). 

Ist L/K eine endliche, galoissche Körpererweiterung mit der Galoisgrupp» 
G=G@G(L/K) und ist R der Gruppenring von @ mit K als Koeffizientenbereicht 
dann sind bekanntlich L und R mit R als Operatorenbereich operatorisomorpb 
(Normalbasis). Damit äquivalent sind auch &’ und L als R-Moduln operatorisoc 
morph, wenn R’den zu R dualen Modul bezeichnet. In dieser zweiten Fassung wire 
der Satz auf unendliche, algebraische, galoissche Erweiterungen ausgedehnt, wobe 
noch die Voraussetzung gemacht wird, daß die Charakteristik von Z nieht im Gra« 
eines der Elemente von L aufgeht. Die Galoisgruppe @ wird jetzt (im Sinne vo» 
Krull) als topologische Gruppe betrachtet. In X wird die diskrete Topologie eim 
geführt und mit M wird der K-Modul aller stetigen Abbildungen von @ in K bezeichi 
net. Dann gibt es also zu jedem f€ M einen über K endlichen und galoisscher 
Unterkörper U, von Z mit f(y)) = f(ya), falls y, und y, auf U, übereinstimmert 
Die Abbildung f(&) > f(y!£&) bei festem y€@ füralle &E€@ ist eine Darstellung 
D, von Gin M; die Abbildung «> y(a) für alle «€ L ist eine Darstellung A, von 
Gin L. Der Hauptsatz der Arbeit besagt, daß D,, und A, äquivalent sind. Der Bewei: 
beruht auf dem Nachweis, daß es eine konsistente Auswahlfunktion /’„ gibt, d.h. eins 
Funktion, die jedem über X endlichen, galoisschen Unterkörper U von L ein fü 
U normales Element so zuordnet, daß für U,CD, gilt: Ivy, = ou,w, ([v,) mii 
lan). „” £&.—Setztmans(f—=S(fl&))—(U,:K) > Fa 


— 


see T,/U,) ve@(OylR) 
wobei y eine beliebige Fortsetzung von y auf Z ist, dann wird durch h(«) = 
S(F(E) g(£'%)) in M ein Produkt A=f x g definiert. Der von M. Deuring (dies 
Zbl. 5, 6) festgestellte Zusammenhang zwischen den Körpern Z’ mit KCL'CA 
und den rechtsseitigen Idealen von M besteht auch jetzt: Jedem L’ ist eineindeutig 
das Rechtsideal ı zugeordnet, wobei r die Menge aller f€E M mit D,f=f für alle 
ye@G(L/L) ist. F. Kasch. 


es 


Zahlentheorie: 


e Fraenkel, Abraham A.: Integers and theory of numbers. (Scripta Mathema 
tica Studies 5, Problems and methods in modern mathematics I.) New York 
Scripta Mathematica 1955. 102 p. $ 2,75. | 

Aus dem Vorwort: ‚This volume is essentially a translation of the first part of m; 
Hebrew book Mavo Le Mathematika (Introduction to Mathematics), bu 
quite a number of modifications and additions have been incorporated... Thes 
volumes developed from talks in the adult education program given by the author ü: 
towns and rural settlements of Palestine (now Israel) from 1929 on. Consequently, th 
subject of the volume and its treatment meet the needs, abilities, and interests 0 
gifted high school students, of college freshmen, and, indeed, of laymen who ar 
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nterested in knowing what mathematics really deals with — a question whose answer 
nay have been concealed rather than revealed by the presentation in their classes.“ 
Der Verf. hat diese oft angestrebten Ziele weit besser erreicht als viele seiner Vor- 
‚änger. Verhältnismäßig straffe Organisation des Inhalts und Bündigkeit des Stils 
im Gegensatz zu der weitbekannten, für Mathematiker geschriebenen ‚Mengenlehre‘ 
lesselben Verf.) sind mit leichter Lesbarkeit vereint. Dies ist kein Ausflug eines 
xultivierten Mathematikers in die schöne Literatur, sondern der gelungene Versuch, 
lie mathematische Bildung wirklich interessierter weiter Kreise zu heben und zu 
nodernisieren. Es ist ein ernstes Buch voll von wichtigen und interessanten In- 
ormationen. D. Tamari. 

Olson, F. R.: Arithmetie properties of Bernoulli numbers of higher order. Duke 
ath. J. 22, 641—653 (1955). 


Bet E\k 
B®» seien die Bernoullischen Zahlen der Ordnung %, definiert durch (= -) — 


Dos m B 
> = Bu | < 2x, p bezeichne eine Primzahl. Verf. dehnt einige von Carlitz 
eg 
dies. Zbl. 50, 267; vgl. auch S. W. Wachs, dies. Zbl. 38, 25 und L. Carlitz, dies. 


bl. 46, 40) herrührende Kongruenzen aus: 1. Für p > 7 ist DB = -—(p — 1)! 
4 3 
r B,_-3 (mod p$). 2. Für p>5 ist Ba -E _ 5 (p — 1)! (mod. 7°). Al- 
emeiner werden Kongruenzeigenschaften verallgemeinerter Bernoullischer Zahlen 
‚gemischter Ordnung“ (vgl. Nörlund, Vorlesungen über Differenzenrechnung, 
erlin 1924, Kap. 6, und L. Carlitz-F.R.Olson, dies. Zbl. 56, 36) untersucht, 
us denen sich die beiden oben genannten Formeln als Spezialfälle ergeben. 
H.-E. Richert. 
Carlitz. L.: The number of solutions of some equations in a finite field. J. math. 
oc. Japan 7, 209—223 (1955). 
The author considers the equation of the following type for a finite field: 
EEE) =8 (6-1), where Q isa quadratic form and g is a polynomial 


8 
atisfying certain conditions, in particular g=_ Hd (n?+ß,n, +.) The number of 
v0 


olutions is studied. The method relates naturally to the extended Gaussian sum 
ver a finite field. L. K. Hua. 
Storchi, Edoardo: Un metodo per la fattorizzazione dei numeri della forma 
n + 1. Ist. Lombardo Sci. Lett., Rend., Cl. Sci. mat. natur. 88 (III. Ser. 19), 
05—441 (1955). 

Verf. leitet Folgerungen ab, falls sich eine ungerade Primzahl p in der Gestalt 

p=a2ktay%k (aw,y,k ganz, k>0) 

arstellen läßt. Diese Folgerungen sind vielfach Teilbarkeitssätze, die zum Teil von 
edeutung für die Theorie der quadratischen und der biquadratischen Reste sind. 
on den 29 Sätzen führe ich an: 1. Sind x und a ungerade, k| (p—1)/4, so gilt 
(@-U/4k — als (mod p). 2. Ist «= 9%c, 0 <x <2k, c ungerade, k I(pP—1)/4 
;o gilt von einer Ausnahme abgesehen ap —DIak — (— 1)@-DiEk c/x (mod »). 3. Sind 
und 8q + 1 ungerade Primzahlen und ist 89 +1=f} ne gt mit [=8h-+3, 
lann ist die Mersennesche Zahl 2 — 1 durch 8q +1 teilbar, also zusammen- 
Jesetzt. N. Hofreiter. 


Sierpinski, Waelaw: Sur une propri6t6 des nombres naturels. Ann. Mat. pura 
yppl., IV. Ser. 39, 69—74 (1955). A | BR 
Verf. beweist den folgenden Satz über additive Zerlegungen ın ungleiche Teile: 
m <:r..<m seien natürliche Zahlen. Dann ist die Bedingung (l) n, s 
| B en +: +9ı für dm 1.9... „kr notwendig und hinreichend dafür, 
| 19* 


Fa 
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daß sich jede natürliche Zahl <m tn +:::+m, als Summe verschiedene 
der 2,3, ...,n, darstellen läßt. Insbesondere: Jede natürliche Zahl ist als Summ 
verschiedener Primzahlen (die 1 mitgerechnet) darstellbar (vgl. Ref., dies. Zbl. 4 
308). Sind die Zahlen n,, ng, . . ., n, genau die Teiler einer Zahl n = 20 PP 
>41 M<PM<:::<p, ungerade Primzahlen, so wird die Bedingung (1) dure: 
27, < 14 0 (2% pr pie... pen) für i—l2,..., I, wo o(m) die Summe d 
Teiler von m bezeichnet, ersetzt [vgl. A. K. Srinivasan, Current Science, Bangalore 
India, 17, 179—180 (1948); A.K. Saroja, Math. Gaz. 36, 48—49 (1952); B.M 


Stewart, dies. Zbl. 56, 270]. H.-E. Richert. 
Knödel, Walter: Primzahldifferenzen. J. reine angew. Math. 195, 202—20 
(1955). 


Es sei p, die n-te Primzahl (,—2) undd,=9,- 9%, fün=1. Ye 
beweist: 1. Falls 


S,(2) = > 
Dn<ı " Pn<z! 
so gilt SI, (2) <S,(2) <c,S,(X), wo c, und c, positive Konstanten sind. — 
2. Falls S,(x) = N 1/d,, wo die Summe jetzt erstreckt wird über allen =2 mi 
m<%d,Zd,n soist 0, flog? = <S, (X) <c, x/log? x, wo c, und c, positive 
Konstanten sind. H. D. Kloosterman. 
Kanold, Hans-Joachim: Über zahlentheoretische Funktionen. J. reine angewi 
Math. 195, 180—191 (1955). 
Verf. betrachtet Mengen natürlicher Zahlen, die durch den positiven Anteil de: 
Wertevorrats zahlentheoretischer Funktionen f(n) gebildet werden. In einer Reihı 
von Sätzen werden jeweils die Dichten solcher Mengen ‘5 untersucht. Es mögen dis 
folgenden Sätze hervorgehoben werden, wobei ö, (5) die natürliche Dichte bezeichnet 
Ist lim n1f(n) = 00, so ist 6,(%) = 0. — Ist Iim n1f(n)>0 und alfa 
Nn >00 Nn— 00 
für alle großen Primzahlen p und für wenigstens ein a, ferner f(n, ns) —= f(n}) : f(Nz, 
für (n],n,) = 1, so ist 6,(3) = 0. — Ferner werden noch Mengen NW, betrachtet‘ 
die für jedes natürliche s folgendermaßen erklärt sind: Zu jedem ne, gibt e: 
mindestens s paarweise und von n verschiedene Zahlen n,,ng,...,n, so daß dis 
Gleichungen f(n)=f(n,.) für. o=1,2,...,s gelten. Aus lim n1f(n) = 
n>00 
folgt 6,(R,) = 1. — Aus 6,5) = 0 und = nt f(n)=O(N) folgt 6,(R,), Ei 
Der 
— Schließlich werden u. a. noch Mengen untersucht, die als Verallgemeinerunges 
der mehrfach-vollkommenen Zahlen bzw. der befreundeten Zahlenpaare angeseher 
werden können, genauer: in diese übergehen, wenn für f(n) die Teilersumme o(n: 
gewählt wird. H.Ostmann. 
Cohen, Eckford: A class of arithmetical functions. Proc. nat. Acad. Sci. USZ 
41, 9339—944 (1955). 
Let F be a field of characteristie 0 containing the r-th roots of unity for al 
r >21. Let C,(n) be the Ramanujan sum. In this paper, the author proves that th: 
class of functions defined by f(n, r) = ” a(d) C,(n) with a(d)EF and the clas 
7 


defined by f(n, r) = z g (d, ) with arbitrary single-valued function g(a, b 
In, r 


in F of two positive integral variables a, bare identical. Some applications are given 
M.-I. Yüh. 
Schmidt, Wolfgang: Über höhere kritische Determinanten von Sternkörpern 
Monatsh. Math. 59, 274—304 (1955). 
Let S be a star body which is symmetrical in the origin ©. If %k is a positiv 
integer, let 4#(S) denote the lower bound of the determinants of the lattices A tha 
have less than %k pairs + X of lattice points in S (we assume the existence of on 
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uch lattice). The reviewer conjectured (this Zbl. 43, 51) that kA%($5) > A1(S) 
yut only proved the conjecture when %k is a prime. The author gives a series ei 
'heorems, showing that the conjecture holds when & is of various forms, eulminating 
n a theorem (Satz 5) showing that the conjecture holds for all sufficiently large 
ntegers k. He also discusses the more general inequality kA®!(S) > A!(S) showing 
hat this holds when !=2 and % is prime, but that it fails for Suable SI 8) 

when 1>3, k> 1. However he shows that, if 8 is bounded, then 24'(8) z 
E k A®(S), for each positive integer /, the limit on the right having a finite value. 
This limit is determined in the case when S is a convex plane domain. The inequality 


Vals a er 
ck Ak(S) < eo > E generalizing the Minkowski-Hlawka theorem, is estab- 
1 


ished. The reviewer remarks that, using the results of A. E. Western’s 
this Zbl. 10, 151) examination of J. W.L. Glaisher’s factor tables and D.N. 
ehmer’s list of prime numbers, it is easy to verify that the author’s first four 
heorems prove the conjecture for all k< 10". C. A. Rogers. 


Davenport, H. and K. F. Roth: The solubility of certain Diophantine inequali- 
ies. Mathematika 2, 81—96 (1955). 

The authors prove the following theorem by means of Vinogradow’s method: 
here exists an absolute constant C such that, if k> 12 and s> Oklogk, the 
nequality [Az +---+4,2#+x|<e has infinitely many solutions in 
ositive integers &,...,%, forany e> (0, provided A,...,A, are not all of the 
ame sign, and not allin rational ratios. For k=3, they prove the same result 
or s—8 by means of a lemma of Davenport. Cf. an article of I. I. Sapiro- 
jateckij (this Zbl. 47, 280). I. Kr Hua. 


Davenport, H. and K. F. Roth: Rational approximations to algebraic numbers. 
athematika 2, 160—167 (1955). 

By elaborating the estimates in Roth’s paper (this Zbl. 64, 285), the authors 
rove the following results: Theorem 1: Let a satisfy the irreducible equation 
BL +-. +0,=0, where n>3, and qa,...a, are rational in- 
egers, and lt A=max (al... |a,);, O=3+log(l-r [&]) + 2log(1-+ A), 
<c< 1/3. There are at most 27! log C + exp (70 n?£-2) pairs of integers h,q 
uch that a —hlgal<1j2g+°, („)=1, q> 0. Theorem EN 
way b, y" be an irredueible form of degree n > 3 with rational 


ntegral coefficients, u, )= 7° mMiya polynomial with rational integral 
r+s<sn—3 


oefficients, and let B= max (|b,), @= max (|g,,)). The equation I) 
(x, y) has less than (4 B)?” G3 + exp (643 n?) solutions in rational integers %, y. 
"heorem 3: Let ß be a real algebraic number, and let Yıl9ı> Pa/Qa, - - . be the sequence 
f the convergents of its continued fraction. There is a c (ß) independent of v such that 


oglogy <c(P) v/Vlog v. For earlier results similar to Theorems 1 and 2 see 
‚Mahler, this Zbl. 6, 156 and €. J. Parry, this Zbl. 39, 275. K. Mahler. 


Roth, K. F.: Corrigendum. Mathematika 2, 16821959). 

In his paper reviewed in this Zbl. 64, 285, the author mistakenly stated that 
e had proved the Theorem: „Let « be any irrational algebraie number. If the 
inequality (1) |x—ß Ber. satisfied by infinitely many algebraic numbers 8 
of degree g, then z< 2g“. [AH (ß) denotes the height of ß.] He has, however, a proof 
for the following result: Let K be a finite algebraic number field. If (1) holds 
for infinitely many primitive ß of K, then * dr K. Mahler. 


| Sös, Vera T. and P. Turän: On some new theorems in the theory of Diophantine 
approximations. Acta math. Acad. Sei. Hungar. 6, 241—255 (1955). 
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Die Verff. zeigen: It ,—=1, %j=1 (d=1...,n), so ist 
> (n/Am + n))" 


max it + m 
m+1svsmtn 
(m > 0 ganz), wo für A die Abschätzung gilt 1,321 wer A a 2 
(x positive Nullstelle von e*+! — 1/&). In seinem Buch ‚Eine neue Methode in de 
Analysis und deren Anwendungen“ (vgl. dies. Zbl. 52, 46) hatte der zweite V erf. fü 
A die obere Schranke 24 e2 angegeben. Der Beweis dieses wichtigen Satzes wird mı 
einer neuen Methode geführt. Sehr lesenswert ist die Einleitung der Arbeit. 
E. Hlawka. 

Polosuev, A. M.: Der mehrdimensionale Fall nicht zu verbessernder Abschät 
zungen trigonometrischer Summen mit Exponentialfunktionen. Doklady Akac 
Nauk SSSR 104, 186—189 (1955) [Russisch]. 

The author obtains the following generalisation of a result by N. M. Koroboı 
(this Zbl. 50, 73): „Let @(p) be a positive-valued function which tends arbitraril 
slowly to oowith p; let q,, - . ., 9, beintegers > 2; und let m,,..., m, be integer 
not zero. One can construct real numbers &,,...,&, such that 


ru RR : 

> exp[2xi Ss mıa a) = 0(9 (p)) 
z=1 \ !=1 

as p tends to infinity, while it is not possible to replace the right-hand side by O (1)... 

K. Mahler. 


Analysis. 
Ditferentiation und Integration reeller Funktionen. Maßtheorie: 


Götz, A.: On the equivalents of the notion of point function in boolean field« 
Prace mat. 1, 145—160, russ. u. engl. Zusammenfassg. 160—161 (1955) [Polnisch 

By the functionoid the author understands any equivalent of the notion of thı 
point function in the theory of Boolean algebras. Functionoids can be defined in variou 
ways. The author examines three known definitions of functionoids and shows tha; 
they are equivalent. 'The definitions of the integral of these functionoids are als- 
equivalent. R. Sikorski. 

Knaster, B., J. Mioduszewski et K. Urbanik: Points-limites et points de con: 
tinuite. Collogquium math. 3, 164—169 (1955). 

Sei Rein Raum. Für eine reelle Funktion f, definiert auf einer Menge E<R 


heißt ein Punkt x€ E ein Limespunkt von f, wenn für jedes e> 0 eine Umgebung U 
von » mit ö{f|EAU-—(a)} <e existiert (Ö — Durchmesser); ist dabei zc E 
so heißt x ein Stetigkeitspunkt von f. Existiert eine offene Menge V so, daß x fü. 
f\E V ein Limespunkt ist, so heißt x einseitiger Limespunkt von f. Nun sei R eis 
vollständiger metrischer Raum und fauf R definiert. Dann sind folgende zwei Aus: 
sagen gleichwertig. I. Für jede abgeschlossene Menge F hat f|\F in F einen Stetig 
keitspunkt. II. Für jede perfekte Menge F hat f |F in F einen einseitigen Limespunkt 
(Mit I ist also auch II kennzeichnend dafür, daß f in der ersten Baireschen Klass 
liegt.) @. Nöbeling. 

Viola, Tullio: Gli insiemi astratti e i fondamenti dell’analisi matematica 
Archimede 7, 150—164 (1955). 

L’A., nella prima parte dell’articolo, espone le principali nozioni della teori: 
gruppale dei limiti delle funzioni reali di punto, qual’& formulata nel recente libr: 
di G. Fichera: ‚„‚Lezioni sulle Trasformazioni lineari“ (questo Zbl. 57, 336). Quind 
P’A. passa a sviluppare la nozione di limite per un insieme funzione di punto, gene 
ralizzando opportunamente una classica definizione di liimite per una successione d 
insiemi che risale a E. Borel e a Ch. J. De la Vallee Poussin; egli precisament 
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definisce il minimo limite dell’insieme E (x), funzione del punto & variabile nell’in- 
sieme somma d’un gruppo {X} (qui la parola gruppo € usata nel senso della teoria 
gruppale dei limiti di G. Fichera), come l’insieme N II E (x) ed il massimo 


mu 


NANNTE 
limite di £ (x) come l’insieme UNE, =, E(x). Da ultimo l’A. espone i fondamenti 
2 IX zCX 

della teoria della misura negli spazi astratti qual’® contenuta nel libro di G. Fichera 
prima citato. L’articolo & rieco di notizie sullo sviluppo storico dei concetti di 
limite e di misura. L. de Vito. 

Viola, Tullio: Sulle suecessioni di funzioni quasi continue negli spazi astratti. 
Ann. Mat. pura appl., IV. Ser. 39, 381—391 (1955). 

L’A. dä una definizione di funzione f(P) quasi continua, negli spazi astratti, 
in ipotesi molto generali. Egli suppone che la funzione f(P) associ al punto P di 
uno spazio metrico separabile S un punto di uno spazio topologico S”. Inoltre si 
suppone che sugli insiemi della famiglia {#} dei boreliani di S sia definita una misura 
u(E) (funzione completamente additiva d’insieme) che associa ad ogni boreliano un 


4 


punto di uno spazio S’ soddisfacente alle seguenti condizioni: gli elementi di 8’ 


eostituiscono un gruppo additivo abeliano, ad ogni elemento » di 5’ & associato 
un numero non negativo ||v||, nullo se e solo se v & lo zero di 5’, tale che riesce |" —r| 


< ||| + ||» ||, infine S’, riguardato come spazio metrico con »v’»” = ||v’ — v”’||, 
risulta completo. La misura „(E) € supposta a variazione limitata nel senso che 
Tinsieme numerico deseritto dalla somma: ||u(Z)|| + + #(#,)||; al variare 


comunque della decomposizione: E = E),+:..-+ BE, E,C{E}, nintero positivo 
arbitrario, ammette un estremo superiore finito: m (E). Inoltre la misura u(£) viene 
prolungata sulla famiglia 2, degli insiemi lebesghiani rispetto alla misura a cio® di 
quegli insiemi J ognuno dei quali gode della proprietä che, in corrispondenza al nu- 
mero &> 0, esistono un insieme chiuso €, contenuto in J ed un insieme aperto A, conte- 
nente J tali che: u (A. — 0.) <e. In queste ipotesi, la funzione f(P) & detta quasi 
continua nell’insieme JC&, se & possibile determinare, in corrispondenza al numero 
&> 0, un insieme chiuso (, tale che in esso f(P) sia continua e sia: u(J — 0.) <e. 
L’A. fa quindi vedere che, nell’ulteriore ipotesi che S’” sia metrico e completo, sus- 
sistono risultati che generalizzano quelli classici della teoria delle successioni di fun- 
zioni quasi continue; in particolare sussiste il teorema di Severini-Egoroff. Nella 
seconda parte del lavoro l’A. dimostra il seguente teorema: se {f„(P)} © una succes- 
sione di funzioni quasi continue in un insieme J, & possibile costruire una funzione 
f(P) quasi continua in J che in quasi tutti i punti PdiJ ® uguale ad uno dei valori 
limiti della successione. La dimostrazione & fatta nell’ipotesi che S’”, oltre che 
metrico e completo sia separabile e compatto. Se si sostituisce Yipotesi della compat- 
tezza di S’ con quella che siano compatti soltanto i dominii limitati di 5", la tesi di 
questo teorema continua a sussistere relativamente alla parte di J > che si dimostra 
essere un insieme lebesghiano, formata dai punti nei quali la successione if, (P)} am- 
mette almeno un valore limite. L.de Vito. 

Csäszär, Akos: Sur les fonctions localement monotones au sens gen6ralise. 
Acta math. Acad. Sei. Hungar. 6, 451—461 (1955). 

Etant donnee une famille hereditaire o-additive N d’ensembles de R, une fonc- 
tion reelle definie sur R est dite localement croissante en x,, en negligeant les ensem- 
bles de N, s’il existe 6 > 0 tel que 12 Ha) %) = ke &|< GEN. 
Definitions analogues pour la croissance striete, la monotonie locale, l’extremum 
local en negligeant les ensembles de N. L’A. demontre alors que sı sur un ensemble $, 
'{n’a pas d’extremum en negligeant N (cusi SU, ensemble des points » pour les- 
quels pour tout ö>0 [® +6 ENet [r—6, =] EM, mais si f est localement 
 monotone en negligeant N sur S, l’ensemble S.est r&union denombrable d’ensembles 
sur lesquels f est monotone par segments, f est en outre sur S de deuxiöme classe de 
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Baire au plus, et & tout e> 0, correspond un ensemble Se tel que 5,CS et 
IS — 8,| <e sur lequel f est monotone par segments. Enfin si f strietement mono 
tone sur SC U, en negligeant N, elle est continue en negligeant N en tous les points: 
de S sauf au plus une infinite d6nombrable d’entre eux. A. Revuz. 

Csäszär, Akos: Sur une gön6ralisation de la notion de derivee. Acta Sci. math\ 
16, 137—159 (1965). | 

Unter Bezugnahme auf ein o-Ideal N von Teilmengen der reellen Zahlgeraden E, 
werden eine ‚relativierte‘ (d.h. Mengen aus N vernachlässigende) Limes- 
A=inf {y:{z:xceA und f(>y}eN}, Im 2 E : 

SL. 

lim supy f |(&, &)] und damit 4 ‚relative‘ Hauptderivierten einer reellen Funktion 
IR definiert. Es ergibt sich eine Verallgemeinerung des Denjoyschen Satzes über 
diese Derivierten; sie wird selbst wieder bewiesen mittels einer entsprechenden Ver- 
allgemeinerung des Kolmogoroff-Vertchenkoschen Satzes über das ‚„relativierte‘‘ 
Kontingent einer ebenen Punktmenge. Auch der Begriff der Funktion beschränkter 
Variation erfährt eine „Relativierung‘“ (bezüglich N), so daß ein Denjoy-Luzinscherı 
Satz über die Kennzeichnung der L-fast und N-fast überall relativ-differenzierbaren 
Funktionen ausgesprochen werden kann. Ist f meßbar und Z-fast überall fy, dies 
„relative“ Ableitung, vorhanden und endlich, so ist fy L-fast überall gleich derı 
approximativen Ableitung. In ähnlicher Weise wird der Satz von Haslam-Jones: 
über die extremen Differentiale einer Funktion von zwei Veränderlichen ausgedehnt, 
wobei eine entsprechende Verallgemeinerung des Rogerschen Satzes über das Kon- 
tingent von Mengen im Raum herangezogen wird. G. Aumann. 

Geher, Läszlö: On approximately differentiable functions of two variables.. 
Acta math. Acad. Sci. Hungar. 6, 439—444 (1955). 

Es wird ein Satz von Khintehine[C. r. Acad. Sci., Paris 164, 142—144 (1917)]] 
auf zwei Dimensionen verallgemeinert: Die in der meßbaren Menge M definierte: 
Funktion f(x, y) ist genau dann in M approximativ differenzierbar, falls M bis auft 
eine Nullmenge eine abzählbare Vereinigung abgeschlossener Mengen ist, auf denen: 
f Lipschitz-beschränkt ist. D. Morgenstern. 

Denjoy, Arnaud: La genese des metriques boreliennes. ©. r. Acad. Sci., Paris: 
241, 1667—1673 (1955). 

A: ensemble abstrait. B, et B,: familles de sous-ensembles de A, closes relative-- 
ment & l’union et l’intersection finies, et telles que ((h€B)& (h,€ B,)) > 
(A—Rhıhg€ B)&(ha—hz,: hie B,)). 9: fonction numerique definie sur B= 
B, u B,, finie, non negative, non decroissante telle que 1° si A et h’ appartiennent: 
tous deux & B, ou tous deux ä& B,p(khuh’) < p(h) + (h’), l’egalits &tant verifiee 
si het h’ sont disjoints, 2° si het h’ appartiennent l’un & B, etl’autre& B,, (kDh) > 
(p(k—h’) = o(h) — p(h')). Unensemble ECA est dit ‚„‚mesurable selon Eudoxe* 
si & tout 2> 0 correspondent A,EB, et h,EB, tels que h,C BC ha, @(h,) — 
o(h) <e. Si cette condition est satisfaite la valeur commune de supo(h,) pour 
h&B, hr‘ E et de info(h,) pour ge B, Ah,)E est designee par o,(E). O 
est montre que @, est une mesure jordanienne (entendant ‚„additive au sens fini‘‘). 
Si BB=B,=B etsip, qui est alors une mesure jordanienne, est supposde denom- 
brablement additive, alors @, est une mesure denombrablement additive prolongeant 
olB. Chr. Pauc. 

Hewitt, Edwin and Leonard J. Savage: Symmetrie measures on Cartesian pro- 
duets. Trans. Amer. math. Soc. 80, 470—501 (1955). 


Es sei X eine Boolesche Mengenalgebra in einer Menge X, X das mengentheore- 


tische Produkt abzählbar vieler Exemplare von X, & die kleinste Mengenalgebra, 
die alle Zylinder (Produkte der Form x , E,mit E,€ & fürendlich viele iund Es 


für alle übrigen) enthält, R das System aller (endlich additiven) Wahrscheinlichkeits- 


theorie entwickelt [es ist sup, f 
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maße auf &, die das Produkt von abzählbar vielen Exemplaren ein und desselben 
Wahrscheinlichkeitsmaßes auf & bilden und schließlich & das (R umfassende) 
System aller Wahrscheinlichkeitsmaße auf X, die gegenüber allen Permutationen der 
Faktoren der Produktmenge X invariant bleiben (symmetrische Maße). Neben dieser 
Situation, dem ‚endlichen Fall‘, wird diejenige betrachtet, die entsteht, wenn man 
„Algebra“ durch „sigma-Algebra‘“ und „endlich additiv“ durch „abzählbar additiv‘ 
_ ersetzt (unendlicher Fall). In beiden Fällen lautet das Problem, unter welchen 
Voraussetzungen jedes Maß o in & als eine „Mischung“ von Elementen von R dar- 
gestellt werden kann im folgenden Sinne: auf der kleinsten sigma-Algebra von Teil- 


_ mengen von ®, die alle Mengen der Form {7:7 € PR, A<A} mit Ae & und reellem 
4 enthält, gibt es ein abzählbar additives Wahrscheinlichkeitsmaß u, so ddßo A = 
J (% A) du(*) für jedes A in X. Zunächst wird gezeigt, dab R die Menge aller Ex- 
X | S 

trempunkte der im linearen Raum aller endlichen Maße auf X konvexen Menge S 
bildet. Der Satz von Bourbaki und Tomita über die Darstellung der schwach 
abgeschlossenen konvexen Hülle einer beschränkten und schwach abgeschlossenen 
Teilmenge M des dualen Raums eines normierten Raumes als Menge aller Mischungen 
(Schwerpunkte) der Punkte von M wird neu bewiesen und mit dem Krein-Milman- 
schen Theorem kombiniert. Zusammen mit dem Rieszschen Darstellungssatz für den 
dualen Raum des Raums der stetigen Funktionen über einer kompakten Menge liefert 
dies im unendlichen Fall die gewünschte Existenz von u zu jedem o unter der fol- 
genden Voraussetzung: X ist eine Bairesche Menge in weiteren Sinne (d.h. eine 
Bairesche Menge oder das Komplement einer solchen) in einem lokal kompakten 
Hausdorfischen Raum, und X besteht aus allen in X enthaltenen Baireschen Mengen 
im weiteren Sinne. Mittels des Stoneschen Darstellungssatzes folgt hieraus, daß u 
im endlichen Fall immer existiert. Im unendlichen Fall wird ferner ein Eindeutig- 
keitsbeweis gegeben, der sich auf das starke Gesetz der großen Zahlen stützt und zu 
einer Art explizitem Algorithmus führt. Schließlich wird das Problem verallgemeinert: 


X ist eine sigma-Algebra in einer Menge X,@ eine System von sigma-Isomorphismen 
von X auf sich, & die (konvexe) Menge der gegenüber G invarianten Wahrscheinlich- 
keitsmaße auf X und ® die Menge der Extrempunkte von ©. Bildet @ eine endliche 


Gruppe, so ergeben sich Charakterisierungen von % und die Darstellung von © 
durch Mischungen von N, und dies findet Anwendung auf den Fall eines endlichen 
(statt abzählbaren) Produktraumes 3E K. Krickeberg. 


Maharam, Dorothy: On kernel representation of linear operators. Trans. Amer. 
math. Soc. 79, 229—255 (1955). 

In einer früheren Arbeit behandelte die Verf. ein abstraktes F’-Integral p über F\, 
d.h. eine gewissen Forderungen genügende lineare positive Abbildung aus einem 
Funktionenraum F über einer Booleschen sigma-Algebra E in einen gleichartigen 
Raum F’ über E’; insbesondere war p im ganzen Bereich F*+ der positiven (nicht- 
negativen) Funktionen aus F definiert (Einzelheiten und Bezeichnungen im Referat, 
dies. Zbl. 51, 292). F konnte im wesentlichen durch Funktionen über einer Produkt- 
algebra (J,m) x E’ mit einem reellwertigen Maß m so dargestellt werden, daß die 
Operation p in der partiellen Integration hinsichtlich m bestand. Der Gegenstand 
der vorliegenden Arbeit ist vor allem die Frage, wann ein zweites derartiges F'- 
Integral y über F eine Kerndarstellung durch o hat, d. h. wann es eine Funktion k 
in F+ gibt, so daß y(f) = o(kf) für jedes f aus F+ gilt. Dabei wird der Begriff des 
F’-Integrals durch Fortlassen zweier Definitheitsforderungen etwas erweitert. Ist @ 
 Jückenlos (full-valued), so existiert dann und nur dann eine Kerndarstellung, wenn 

für jedes fin F* der Träger der Funktion p(f) den von y(f) enthält. Mit Hilfe der 
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oben genannten Darstellung geht dies in den Radon-Nikodymschen Satz über, wenn 
F’ nur aus einem Atom besteht. Der Fall eines nicht lückenlosen wird mit Hilfe: 
der loc. eit. entwickelten und hier leicht modifizierten minimalen Erweiterung von ®) 
zu einem lückenlosen F’-Integral @* über F* behandelt; F* ist im wesentlichen der‘ 
Funktionenraum über der Produktalgebra (E,%) x E’, wobei A das durch 9 erzeugte: 
F’-Maß bildet. Dann und nur dann gibt es eine Funktion k in F**, so daß y(f) =: 
p* (kf) für jedes fin F+, wenn y durch @ dominiert wird, d.h. wenn F'-Integrale y, | 
über F existieren, so daß y=L%,y, und v, N<e(N) n= 1, 2,.., Jeff ze 
jeder Folge von F’-Integralen y,, gibt es ein F'-Integralg mitp(l) < 1, das alle Ymı 
dominiert, woraus eine simultane Kerndarstellung aller ,, resultiert. Zum Schluß ı 
werden „F’-Operatoren von beschränkter Variation‘ betrachtet, die sich im wesent- 
lichen als die Differenzen zweier F’-Integrale erweisen. Die elementare Theorie der ' 
positiven, negativen und totalen Variation reeller Funktionen läßt sich weitgehend 
auf solche F’-Operatoren übertragen. Insbesondere existiert eine Hahnsche Zerlegung 
des Einselementes von Ein bezug auf 9, wenn die totale Variation von lückenlos ist. 
Die Kerndarstellungen übertragen sich sinngemäß, nur ist k nicht mehr positiv. 
Viele Beispiele ergänzen die Theorie. K. Krickeberg. 

Erdös, Paul and John €. Oxtoby: Partitions of the plane into sets having posi- 
tive measure in every.non-null measurable produet set. Trans. Amer. math. Soc. 79, 
91—102 (1955). 

Die Verff. entwickeln ein Prinzip zur Konstruktion von (M)-Zerlegungen, d.h. 
Zerlegungen einer Teilmenge U eines Produktes von Maßräumen in Mengen, deren 
Durchschnitt mit jeder in U enthaltenen Produktmenge positiven Maßes ebenfalls 
ein positives Maß hat. Alle vorkommenden Mengen seien meßbar. Im Fall der Ebene, , 
also des Produktes zweier Geraden, wird als Grundlage der folgende Satz bewiesen, , 
und zwar mit Hilfe der Stetigkeit einer Art Faltungsintegral: D sei eine metrisch 
dichte Menge der Geraden, d. h. schneide jede nicht leere offene Menge in einer Menge 
positiven Maßes. In einer offenen Menge U der Ebene sei eine stetig differenzierbare 
Funktion u mit fast überall von Null verschiedenen partiellen Ableitungen erklärt. 
Hat dann eine Produktmenge mit U einen Durchschnitt positiven Maßes, so auch 
mit {(x, y):u(x, y)€ D}. Als Nebenergebnis erhält man die folgende Verallgemei- 
nerung eines Satzes von Steinhaus: Sind U und u von der beschriebenen Art und A 
und B Mengen positiven Maßes auf der Zahlengeraden, deren Produkt U in einer 
Menge positiven Maßes schneidet, so enthält {u(x, yJ)ıxe€ A, ye B} ein Intervall. 
Mittels irgendeiner Zerlegung der Geraden in metrisch dichte Mengen und passender 
Wahl von u ergeben sich verschiedenartige (M)-Zerlegungen der Ebene, insbesondere 
solche, die durch gewisse Transformationen wieder in (M)-Zerlegungen überführt 
werden, etwa durch alle zweimal differenzierbaren eineindeutigen nirgends singu- 
lären Transformationen mit offenem Definitionsbereich. Andererseits existiert keine 
(M)-Zerlegung, die gegenüber allen maßtreuen topologischen Abbildungen der ganzen 
Ebene auf sich invariant wäre. Die Menge aller Mengen im Einheitsquadrat Q, die 
nicht Komponente einer (M)-Zerlegung von Q sein können, ist von erster Kategorie 
in dem mit der üblichen Nikodymschen Metrik versehenen Raum aller meßbaren 
Teilmengen von Q. Aus einem Darstellungssatz von Dorothy Maharam folgt 
schließlich, daß das Produkt zweier beliebiger Maßräume (mit total sigma-endlichen 
Maßen) dann und nur dann eine (M)-Zerlegung zuläßt, wenn die beiden zugehörigen 
Maßalgebren atomfrei sind. K. Krickeberg. 

Urbanik, K.: On plane sets composed of parallel segments. Prace mat. 1, 169— 
173, russ. u. engl. Zusammenfassg. 173 (1955) [Polnisch]. 

If A is a plane set, then A, denotes the set [y: (x, y) € A], and AY denotes the 
set [x: (%,y)€ A]. If Xisa set of real numbers, then X* denotes the set of all points 
(2, y) where zE& X. Let X (W,) be the class of all plane sets such that, for every x, 
A, is a non-degenerate interval (a non-degenerate closed interval) or the empty set. 
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The following theorems are proved: (1) IE AeW and AY is measurable for almost 
all y, then A is measurable. (2) If Ace MW, is measurable, then AY is measurable for 
every y. (3) E AE N, then there is a linear set X of measure 0 such that, for every 
y, the set (4 — X*)Y is empty or has a positive outer measure. R. Sikorski. 

Marczewski, E.: On translations of sets and a theorem of Steinhaus. Prace mat. 
1, 256—262, russ. u.engl. Zusammenfassg. 262, 263 (1955) [Polnisch]. 

Die Arbeit enthält eine Übersicht der Verallgemeinerungen des bekannten 
Satzes von Steinhaus: Die Menge der Entfernungen zwischen Punkten einer 
meßbaren Menge von positivem Lebesgueschen Maß enthält eine Strecke (0, a). 
Insbesondere werden die folgenden Sätze bewiesen: (1) Für jedes von einer mono- 
tonen Funktion in einem Euklidischen Raum bestimmte Hausdorffsche Maß gibt es 
eine G;-Menge E vom Maße 0 mit der Eigenschaft: (*) Jede abzählbare Menge A kann 
mittels einer Translation auf eine Untermenge von E transformiert werden. (2) 
Wenn 2% —x,, so gibt es eine Luzinsche (oder Sierpinskische) Menge reeller 
Zahlen mit der Eigenschaft (*). Eine Menge E heißt eine Luzinsche (oder: Sierpinski- 
sche) Menge, wenn der Durchschnitt EN für jede Menge N von erster Bairescher 
Kategorie (oder: vom Lebesgueschen Maß 0) höchstens abzählbar ist. 

R. Sikorski. 

Sen Gupta, H. M. and N. €. Basu Mazumdar: A note on certain plane sets of 
points. Bull. Caleutta math. Soc. 47, 199—201 (1955). 

Exemple d’un ensemble plan E contenu dans le carr& unite Q, de premiere cate- 
gorie et de mesure nulle tel que toute droite non parallele aux cötes de Q et rencon- 
trant Q rencontre E. Il ya sur E une infinite de couples de points dont la distance est 
un nombre donne d avee 0 <d<Y?2. A. Revuz. 

Giorgi, Ennio De: Nuovi teoremi relativi alle misure (r — 1)-dimensionali in 
uno spazio ad r dimensioni. Ricerche Mat. 4, 95—113 (1955). 

Verf. hat früher (vgl. dies. Zbl. 51, 294; 55, 285) eine Theorie eines (k — 1)- 
dimensionalen Maßes im euklidischen E, entwickelt. Unter Benutzung dieser Unter- 
suchungen wird jetzt die Grundlegung einer Theorie eines i-dimensionalen Maßes 
zZ: <k—1) im Z, m Angriff genommen. Die Bezeichnungen und Voraus- 
setzungen seien die gleichen wie im Referat dies. Zbl. 51, 294. Dazu treten noch: 
Als offene Hülle (involucro) /(B; r) vom Radius r der Menge B wird bezeichnet die 
Menge aller Punkte, die von B einen Abstand kleiner als r besitzen; ist B= (a), 
d.h. einpunktig, so schreibt man / (3 r). Die Totalvariation der (Gauß-Greenschen) 
Funktion (Vektorfeld) F(X; M) der Menge M wird mit u(X) = u(X; M) bezeich- 
net. Weiter wird als reduzierte Begrenzung M* der Menge M von endlichem Peri- 
meter erklärt die Menge aller #€ E, mit folgenden Eigenschaften: Esist u(I ee 
für jedes r> 0, es existiert und ist endlich (der Vektor) n(a) =n(x; M) = 
lim F(I(x; r); M):u(I(e; rn); M) mit |n(a|=1. Mit A(x), B(z),8*(2) be- 


0 


zeichnet man die Menge aller y€ E,, für die das Skalarprodukt n (x) (y— x) positiv 
bzw. negativ bzw. Null ist. Ist @,(X) eine o-additive Abbildung der (Borelschen) 
Mengen X in den E,, so sagt man, die Folge der @,(X) sei quasi-konvergent, wenn 
folgendes gilt: Ist T„(X) die Totalvariation von @,(X), so konvergieren für be- 
schränkte X die @,(X) bzw. die T,„(X) gegen eine o-additive Abbildung @* (X) der 
X in den E, bzw. gegen eine reelle nicht-negative o-additive Mengenfunktion T#(%) 
mit T*(X,) = 0. — Gezeigt wird unter anderem: Ist MCE, beschränkt, so ist 
jedes System von FC M mit gleichmäßig beschränkten Perimetern a (7 ) kom- 
pakt bezüglich der Nikodymschen Metrik. Jede Folge o-additiver Abbildungen 
von X in E, mit gleichmäßig beschränkten Totalvariationen enthält eine 
quasikonvergente Teilfolge. — Für jedes xe€ M#* und beliebiges = 0 gilt: 
lim r!-ku(I (z;r) © I(S* (9; € r)) Volumen der (k —1)-dimensionalen Einheitskugel; 
lim rtm(I («;r) n Al) 9 M)=0 und lim r#m(I(&;r) S B(x) a (E,-M))=°, 


300 


die Limiten gebildet für r > 0. — Als Klasse K,_, bezeichnet man das System aller 
Mengen MCE,„k>2, derart, dß zuMein Umt M=MuM, CU existiert 
und eine reelle Funktion f| U, die nebst ihren ersten partiellen Ableitungen stetig 
ist und für die f(x) = 0 sowie |grad f(x)| =0 für ze M. Die Klasse Kj_, wird 
gebildet von allen M, die zerlegbar sind in abzählbar viele M„€ K,,. Für abge- 
schlossene beschränkte CE K,, besitzen die (k — 1)-dimensionalen Maße von 
Minkowski, Groß, Caratheodory usw. den gleichen Wert, der als (k — 1)- 
dimensionales Maß mis,_, (©) von Ü bezeichnet wird. Für beliebiges M C E, wird 
als (k — 1)-dimensionales inneres Maß mis, _, M erklärt das sup mis, , € für alle 
abgeschlossenen, beschränkten (EK,, mit CCM. Für jedes XCM 2 gilt 
me = UK): Otto Haupt. 

Paue, Chr.: Considerations sur les gradients generalises de G. Fichera et E. De 
Giorgi. Ann. Mat. pura appl., IV. Ser. 40, 183—192 (1955). 

L’A. richiama dapprima le definizioni di gradiente generalizzato secondo 
Fichera e secondo De Giorgi. Sia / un intervallo dello spazio euclideo ad r di- 
mensioni E,, o la misura di Lebesgue (r — 1) dimensionale, u la misura di Lebesgue 
r dimensionale, f una funzione limitata e misurabile definita in Z,. Allora, posto: 


tl = ft»; do i=]1,...,r) ove con », si intende l’;-esimo coseno direttore 
I 


‚della normale v» ad %/ orientata verso l’esterno di /, e supposto che la funzione addi- 
tiva F*(I)=(Ff(T),F$(T),...,F#(])) sa a variazione limitata (ipotesi di 
Fichera), dicesi gradiente generalizzato secondo Fichera della funzione f il vettore 
che ha per i-esima componente la derivata di FF (7). De Giorgi invece introduce, 
in corrispondenza al numero reale A > 0, la funzione: 


he = (aa? [erlla—El®R f(x) du 
E 


e considera la misura vettoriale F? — (F}?, F,%,...., F,?) la cui densitä & il gradiente 
classico di f,. Se, indicato con Y’, (E,) la variazione totale di F? [, (E,) & funzione 
non crescente di A], esiste finito, per A che tende a zero, il limite di X, (E,) (ipotesi 
di De Giorgi), la misura F? converge debolmente ad una misura vettoriale F che & 
la misura gradiente di f secondo De Giorgi. L’A. dimostra che l’ipotesi di Fichera 
implica l’ipotesi di De Giorgi e che la misura gradiente F coineide con la misura 
vettoriale ® generata dalla funzione additiva d’intervallo F*(T). Egli inoltre fa 
vedere che, se la funzione f & continua, l’ipotesi di De Giorgi implica l’ipotesi di 
Ficheraesiha F=©. Per la validitä di questo risultato & essenziale la eontinuit& 
di come risulta da un esempio portato da De Giorgi. Da ultimo l’A. fa vedere come, 
dalla formula d’integrazione per parti: 


[ (a) dd — — [ ta) grad a du 
Er Er 


dimostrata da De Giorgi nell’ipotesi che %, (Z,) ammetta limite finito per A che 
tende a zero, possa dedursi una nuova caratterizzazione delle funzioni dotate di 
gradiente generalizzato e propone una nuova definizione di misura gradiente. 
L. de Vito. 
Taylor, 8. J.: An integral of Perron’s type defined with the help of trigonometrie 
series. Quart. J. Math., Oxford II. Ser. 6, 255 —274 (3955). 


Sei A(x) eine nach Lebesgue integrierbare Funktion mit der Periode 27t, und sei 
27 
it 1—r2 
A = — | 
1%) = A(27 ea 
Dann wird A(x) als Abel-stetig an einer Stelle %, bezeichnet, wenn A(r, &,) — A(&,) 
für Tu 1; ferner werden die verallgemeinerten zweiten Abel-Derivierten eingeführt: 
Ruben) hen ut ®A(r, 2/0”, AD2A(x) = lim sup 2 A GENE 
1> 1 
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Nunmehr gewinnt Verf. einen neuen Integralbegriff, bei dem er das Integrations- 
intervall durch lineare Transformation in (0, 2x7) übergeführt denkt, auf Toleende 
Weise: Sei f(x) in (0, 2x) fast überall definiert und periodisch fortgesetzt. Eine 
Konstante M und eine Funktion ®(x) werden dann als ein oberes Approximations- 
paar bezeichnet, wenn 1. A(x) = ®(x) — M x?/4n periodisch mit der Periode 2 
ist, 2.4(x) nach Lebesgue integrierbar und überall Abel-stetig ist, 3. A (x) approxi- 
mativ-stetig und so beschaffen ist, daß jede perfekte Menge aus (0, 2x) eine nicht 
_ leere Teilmenge enthält, in der A(x) nach oben halbstetig ist, 4. ®(-2n) = 
Bar) =0 ist, 5. fast überall AD?Ö(2)>f(x) und mit höchstens abzählbar 
vielen Ausnahmestellen auch AD2® (x) > — © ist, 6. lim (1 — r) A (r, 3/02? = 0 
2 
_ ist. Es wird nun für die Menge aller oberen ne das inf M gebildet 
und wird bewiesen, daß dieses dasselbe bleibt, wenn man für ® (x) bloß solche Funk- 
tionen zuläßt, welche keine oben bei 5. zulässigen Ausnahmestellen haben. In ana- 
loger Weise werden untere Approximationspaare m, (x) betrachtet, und wird das 
supm gebildet. Dann wird gezeigt, daß stets M>m und folglich auch inf M > 
sup m ist. Falls nun hier Gleichheit stattfindet, dann wird f(x) als AP-integrabel 
bezeichnet und wird geschrieben: 


27 
AP- [ f(x) de = inf M = sup m. 
0 


Die bis zur Gewinnung dieser Definition erforderlichen Beweise werden vielfach 
durch Zurückführung auf genau angegebene Literaturstellen geführt, beanspruchen 
aber doch schon etwa die Hälfte der Arbeit. In der zweiten Hälfte werden dann einige 
erwünschte Eigenschaften des AP-Integrals nachgewiesen, daß es z. B. distributiv 
ist und daß es für zwei fast überall gleiche Funktionen denselben Wert hat. Vor 
allem wird gezeigt, daß eine nach Perron integrierbare Funktion stets auch zum 
selben Wert AP-integrierbar ist. Ferner, daß für überall nichtnegative Funktionen 
die Tragweite des AP-Integrals (ebenso, wie die des Perron-Integrals) nicht über 
Lebesgue hinausgeht. Weiterhin folgen noch einige Anwendungen auf die Integration 
trigonometrischer Reihen. O. Perron. 

Denjoy, Arnaud: Un probleme de Lebesgue. C. r. Acad. Sci., Paris 241, 1237 — 
1240 (1955). 

Let R be an open set of the Cartesian space U, of r dimensions and F be its 
frontier. Given a continuous function f(N) on F, the problem of Lebesgue is to 
construct a function g(M) which is continuous and indefinitely derivable with respect 
to the set of coordinates in R and converges to f(N) when M tends to any point N 
of F. The purpose of this paper is to give general analytie solutions for g(M). The 
author’s method is based on the following: Let n be a positive integer, u a positive 
continuous variable, g(n) an increasing function such that > An < oo and y(u) 
a decreasing function with 9 (+0) = + 00 (pand y positive). Let N, be a sequence 
of points on F whose closure coineides with F. Put v,(M) =y(M N,„)/e(n). Then 
the series I) u,(M) is uniformly convergent on any compact setin R. Put B(M) = 
> u,(M). On the other hand, let v,(M)=f(N,) w„(M). Then, the series I v, (M) 
is convergent if F or f is bounded. Adopt this hypothesis. Put A(M)=$ v„(M) 
and g(M) = A(M)/B(M). Then, clearly, the necessary and sufficient condition 
that, for every function f(N), g(M) converges to f(N) when M tends to N is that 
B(M) converges to +09 when M tends to N. The author states some realizations 
of this condition and further gives two applications. One of them is concerned with 
Luzin’s theorem: Let E be a measurable set in U,, m its measure, [(M) a summable 
function on EZ. Then, for any positive number n, there exists a function g(M) con- 


tinuous in U, such that f IM g(M)| dm < n. K. Noshiro. 
E 
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Lalague, Pierre: Sur certaines classes de fonetions ind6finiment derivables. 
Ann. sci. Ecole norm. sup., III. Ser. 72, 237—298 (1955). 

Soit M„(n=1,2,...) une suite denombres, 0 < M,„< ©, dont une infinite, 
y compris M,, sont suppos6s finis. Dans les deux premiers chapitres de cette these 
l’A. resout le probleme d’equivalence et de regularisation (cf. Mandelbrojt, ce 
Zbl. 48, 52, Chap. VI.) pour certaines classes de fonctions indefiniment derivables, 
definies & partir de la suite M,. — 1. Soit d un ensemble de nombres reels, E l’en- 
semble des valeurs absolues des &l&ments de &. C#{M,} (resp. KE {M,}) sera la classe 
de fonctions f(x) presque periodiques, indefiniment derivables, dont le spectre est 
contenu dans 5 et qui verifient |f®(z)| < C* M, (resp. |f®(x)| <kM,) pour 


n=1,2,... Posons T(r) = borne (7*/M,,) et M} = borne (7*/T (r)). La signi- 
n>1i reE 

fication geometrique de ME£ est la suivante: le point (n, log M£) est situe sur la plus 

haute ligne polygonale convexe formee de segments de pente logr avee r&EE, et 


qui ne laisse au-dessous d’elle aucun point (m, log M „). Supposons lim M!!" — oo; 
N >00 

alors 0° {m,} = 0” Mn} et K” iM.) =K’imar. CF IM.)CCT N 

seulement si M) <A"M,„ (A>0, n=1,2,..);, KIMICK’I(M,) seien 

seulement si My <AM(A>0,n=1,2,...). — 2. f(x) designera une fonction 


indefinement derivable, definie sur 0 <x< 00. On definit quatre classes de fonc- 
tions: 


[6,6] oo 
f(x) € ES {M,} si N e”|f(x) Ih dz < co et f e® =" | («)? dx. CAM 
ö 


ef)" dr<ooet [ e* "|" (x) de < C" M,; 
ö 


foDeca {iM} si fal<Ac” et "Ma <arm,e; 
HaeCin iM) si als Ae” et (a < CM,” 
(rl ee. se Solta Se u (7"/M,): M7, = borne (7/7 (r)), mM 
vol 


n=r 
borne (*/Sn), Mi=n"(n’M,), M@—n"(n"M,) (ei. Mandelbrojit, 
loc. eit., Chap. I. et p. 227). Les regularisses des classes CO} > {M,}, (ei {M,}, 
(BEFS {M„}, N {M,„} sont respeetivement Be BEENDEN CHimEN 
GEM #leci signifie que (jr » IM (ERE TERN EN et quer Or {M„} C 
Chr  {M;,} sietseulement si MA <A"M, (A>0,n=1,2,...), re. 
quarte classes analogues sur la droite entiere au lieu de [0, ©), avec exp (x?) jouant le 
röle’de e®. = 3..80it M}) = Sn (*/S(r)) (Mandelbrojt, loe. cit., p. 26). Suppo- 


fa) € Cr {M} si f 
0 
| 


sons que (x) indefiniment derivable, definie sur —1 1 a 
C{M,} e-&d. que | (z)| < AM, (A>0, n=1, = Br N nn 
classe qui contient toutes les fonctions (*) F’(#) = f(cos 0), definiessur © — 0<, 
est C{M}}. Ceei precise un resultat de Mandelbrojt (loc. cit., p. 249). — Inverse- 
ment soit Mk = n" hoıae (rt) Si |FW()|<CM, pur -—o<0<oo, 
n=1,2,..., alors la plus petite elasse sur —1 1 | 

f(x), definies par (*), En iR). De plus on a im Se Con Bi a a 
a a horns (r/T(r)) (Mandelbrojt, loc. eit., p. 26). — Finalement si Fo) € 


eC{M,} sur —co = 0 < ©, alors f(x), define par (*), appartient & O {nm Mn} 
sur -1<x<1 et&C{M}} sur tout intervalle ferm& contenu dans l’interieur de 
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[—1, 1]. — Les resultats du present travail ont &t€ annonees dans cing notes (ce 
Zbl. 48, 293; 50, 64, 310; 55, 288; 64, 53). J. Horvath. 
Pastides, Nicolas: Sur la regularisation des suites et des fonctions de M. Ss. 
Mandelbrojt. Rend. Circ. mat. Palermo, II. Ser. 4, 132—204 (1955). 
Apres avoir rappel& dans le Chap. I la regularisation d’une suite par rapport & 


_ une fonction @(f) [Mandelbrojt, Suites adherentes. Regularisation des suites 


(ce Zbl. 48, 52), Chap. I], I’A. resout le probleme d’equivalence des classes 
de fonetions indefiniment derivables quand les derivees successives sont con- 
siderees dans une suite d’intervalles qui s’emboitent. Soit f(x) une fonetion 
definie dans [-a,a], 9,> 0 une suite decroissante de nombres, g, <a. 
g,>0. Seit M,>0 m=1,2,...) et supposons que dans [—9,9,] on 
a f®()| <M,„. Si ol) est une fonction de regularisation qui satisfait & 
o [log (n/g,)] <n pour n> g„etsi M}?’ est la suite regularisde par rapport a o(t), 
alors on a |f” (0)| < k" Mi” n=1,2,...). Si w(t) satisfait & w[} log (n?/g,)] < 
pour n > g„ et si l’on pose MeP—_n” I(n” Ma alors on a |f” ()| < 
k" Mm” (n=1,2,...) pur - m; StS Mm oü {g„} est une suite qui tend vers 
zero et a une infinite d’elements communs avec {g,}. Il y a des r6sultats analogues 
quand g,„—> © et dans ce cas des th&or&mes r&ciproques sont aussi donnes. Les 
d&monstrations sont paralleles & celles de Mandelbrojt pour un intervalle ouvert 
ou ferme fixe (loc. eit., Chap. VI). — Dans les trois derniers chapitres de cette these 
’auteur reprend et approfondit la theorie de la rögularisation d’une fonction par 
rapport & w(t) (Mandelbrojt, La rögularisation des fonctions, Actualites Scienti- 
fiques et Industrielles 733, Parıs 1938): J. Horvdth. 

Garder jr., Arthur O.: The zeros of quasi-analytie functions. Proc. Amer. 
math. Soc. 6, 929—941 (1955). 

The author proves with help of the inversion theory of convolution transforms 
the following result, which is slightly weaker than a theorem proved by a different 
method by Hirschman (this Zbl. 37, 47). Letv(a) (L < x <oo) be continuously 
differentiable with »(0)=1, v’ (2) > 0, xy (x)/v(x) =O(l/log x). Put M,= 
n!v (n)]® und lt fd) -o<ti< 00) be an infinitely differentiable function 
satisfying |f® | <AK"M, Bel E00 nel, nen). sLet Te) 


max (Gr) and H(v) = log T(r) dt. Suppose that the class C{M,} is 
n=o0 14 0 

quasi-analytie, i.e. H(v) > © as v > ©. Let Z(u) be a real function, less than or 
equal to the number of zeros or fl) in -u<tsu, counted according to their 
multiplicities. If lim sup uıH[Z(w] >k, then fl) =. [The left hand side 


uU>00 


of formula (13) should read: Mi IF (z)| dx, and formula (35) should read: 


lim v7? H* (av) = ©.) Er J. Horvath. 


Be Gourant, R.: Vorlesungen über Differential- und Integralrechnung. 2. Band: 


Funktionen mehrerer Veränderlicher. 3. Aufl. Berlin/Göttingen/Heidelberg: Sprin- 
ger-Verlag 1955. XI, 468 $. 110 Abb. DM 36,—. 

Gegenüber der (1931 erschienenen) zweiten Auflage (vgl. auch dies. Zbl. 3, 54) 
ist eine große Reihe von Zusätzen hinzugekommen, so unter anderem: Bemerkungen 
über konforme Abbildung, über singuläre Punkte von Flächen, über die Darstellungen 
der Bewegung einer Flüssigkeit, über die Tangentialdarstellung geschlossener ebener 
Kurven, die Fresnelschen Integrale und den Fourierschen Integralsatz, über das 
Poissonsche Integral und die Lösung der ersten Randwertaufgabe für den Kreis 
sowie weitere Beispiele partieller Differentialgleichungen der Physik. Durch diese 


' Vermehrung des Stoffes ist der Umfang um mehr als 50 Seiten gewachsen. — Auch 
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in diesem Bande tritt die Tendenz des Werkes deutlich hervor: Dem Leser, beii 
voller Wahrung der Strenge, einen Zugang zu den Anwendungen der elementaren ı 
Differential- und Integralrechnung, in erster Linie in der Physik, zu bieten. Diese: 
Absicht scheint dem Referenten das Werk ausgezeichnet zuerfüllen. Otto Haupt. 


Allgemeine Reihenlehre: 


e Salechov, G. S.: Die Berechnung von Reihen. Unter Redaktion von G.L.. 
Lunc. (Bibliothek für angewandte Analysis und rechnende Mathematik.) Moskau: 
Staatsverlag für technisch-theoretische Literatur 1955. 143 S. R. 3,60 [Russisch]. 

Es ist erfreulich, wieder ein Buch zu sehen, das zwischen reiner und angewandter ' 
Mathematik steht und ein klar abgegrenztes Thema in eingehender, sauberer und. 
verständlicher Weise behandelt. Dem Verf. geht es darum, bei unendlichen Reihen 
praktisch brauchbare Restabschätzungen zu geben, die ja leider oft vernachlässigt 
werden. Mit einfachen Ungleichungen beginnend, stellt Verf. entsprechend den üb- 
lichen Konvergenzkriterien viele Ungleichungen für die Reste auf; auch betrachtet 
er Transformationen zur Konvergenzverbesserung. Neben gewöhnlichen Reihen 
mit festen Gliedern untersucht er gewisse Funktionenreihen sowie Doppelreihen. 
Nachahmenswert ist die große Zahl von Beispielen, die fast die Hälfte des Textes 
einnehmen. Kapiteleinteilung. I. Die Reste von & a, (positive Glieder) werden 


mit Hilfe der Reste oder der Oszillation von 2b, unter Verwendung von lim a,/b;, 
abgeschätzt. II. Durch Spezialisierung erhält man die Konvergenzkriterien (und 
zugehörige Restabschätzungen) von d’Alembert, Cauchy (Wurzel- und Integral- 
kriterium), Kummer, Dz2iudi6i (a, ,/a, > c„ı(1+c7!) mit c,„> 0), Raabe, 
Gauß u.a. III. Die Kummersche Reihentransformation zur Konvergenzverbesse- 
rung wird gemäß einigen der in II genannten Kriterien spezialisiert. IV. Verf. be- 
trachtet Reihen Za*a(k7) f.(t), wobei die f, Potenzen, sin-cos-Funktionen, 
Cebysev- oder Legendrepolynome sind, ferner a bei Null regulär ist und dort eine 
Nullstelle besitzt. Eine Konvergenzverbesserung wird dadurch erzielt, daß man von a 
den Anfang der Entwicklung nach Potenzen von k-1 wegnimmt. V. Eulersche 
Summenformel. — Anhang (von Nazmeev): Doppelreihen. — Geschichtliche Ent- 
wicklung. Literatur (52 Titel). K. Zeller. 


Shapiro, G.: On a convergence problem. Proc. Amer. math. Soc. 6, 910 (1955) 
A.Shields’s Research Problem 25 [Bull. Amer. math. Soc. 60, 589 (1954)] reads as follows: 


If a, <a,<. - - are positive integers, if CO is compact, and if sina, <—0 forallxin C, prove 
that the convergence must actually be uniform. — It isshown by an example that the „‚theorem“ 
is false. Aus der Zusammenfassg. des Autors. 


Hsiang, Fu Cheng: On the convergence eriterion of an oseillating series. Bull. 
Caleutta math. Soc. 47, 203—207 (1955). 


Lto()w!ia+ = a„cosnt. The following convergence test is proved: Let 
n= 
OsA<1 El) pl)= oflgif} as t>0, and il) a„> — K (log n)/n 
(K>0), then 3, + = @,„ converges to the sum 0. It is first shown that (i) im- 
N 


plies 0, = 0 (logn)—? where o, denotes the arithmetic means (the proof‘ given is 
unnecessarily complicated). Condition (ii) is then used in the application of a Tau- 
berian theorem which is interesting in itself. A function H&)>0 for >00 is 
said to be of class K if f(ca)/f(x) < M, where 3<c<2. The theorem is: Let 
p(%) and yp(x) be of class K, and p(n) = O(n?y(n)). I u,=o(p(n)) and Artlu 
>—ky,, then A’(u,) = o{[p (n) - v(n)]!”}. In the application, r = 1, Y= no, 
Pl) = (+2 (log (+9), and ya) = (a+YI(log (a La 
4 W. W. Rogosinski. 

Ruziewiez, S.: Remarks on Dini’s theorem about divergent series. Prace mat. 

1, 131—133, russ. u. engl. Zusammenfass. 134, 134—135 (1955) [Polnisch]. 
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(Bearbeitet von S. Hartman.) Es sei G, > 0 unds, B3 Q,. Satz 1: Die 


Reihe La, = Sr konvergiertt für «> 0 bei beliebigem natürlichem X. 
[Vergleiche Knopp, Theorie und Anwendung der unendlichen Reihen (dies. Zbl. 
31, 118), S. 300.] Satz 2: Zu p(2) <1 und y(x) gibt es eine Reihe Z’a,, so daß 
SR Ad s®! divergiert. Satz3: Zu p(xz)“ 0 gibt es eine Reihe Z’a,, so daß 
Bl” divergiert. 2 K. Zeller. 
Birindelli, Carlo: Qualche osservazione su alcuni generali procedimenti di 
sommazione delle serie. Ann. Mat. pura appl., IV. Ser. 39, 127—141 (1955). 
| Verf. schlägt mehrere Wege zur Verstärkung von Limitierungsverfahren vor. 
Bei einer Reihe-Folge-Transformation mit Matrix f,(P) (Zeilen monoton fallend, 
Spaltenlimites — 1) verwendet er statt der üblichen Definition eines verallgemei- 
nerten Limes die durch 
n ——— == 

im lim 5 f,(P)w= lim lim B3 fr(P) % 

P>o n>o k=0 P>won>o k=0 
gegebene. Für Verfahren dieser Art gilt ein Kernsatz vom Knopp-Typ. Eine weitere 
Verbesserung ergibt sich, wenn man f,(P) durch f,(P) f,(Q) ersetzt und einen 
iterierten Grenzübergang (Q > ©, dann P — oo) durchführt. — Bei der Anwendung 
auf geometrische Reihen oder analytische Fortsetzung ist es oft günstig, mit einer 
ursprünglich verwendeten Dreiecksmatrix {a„,} auch die Matrizen OD OA Re 


zu betrachten. — Als Beispiele nimmt Verf. das Abel-Verfahren und die Gronwall- 
mittel; bei letzteren benützt er auch Iteration und spezielle Prozesse zur Verstärkung. 
K. Zeller. 


Gaier, Dieter: On the change of index for summable series. Pacific J. Math. 
5, 529—539 (1955). 

Es seien 53 a, und S b, mit ,=I0, , = 1 M > 1) durch Index- 

n= n=0 

verschiebung auseinander hervorgehende Reihen und es seien {s,} bzw. {t,} ihre 
Teilsummen. Wird auf beide Reihen ein Summationsverfahren V angewandt, so 
sind die Aussagen V-Ya,—=s und V-&b,=s bekanntlich nicht notwendig 
äquivalent. Verf. gibt einen Beitrag zu der Frage, für welche Verfahren und unter 
welchen Einschränkungen für {a,} die Äquivalenz beider Aussagen besteht. Be- 
zeichnet V (x; s,) bzw. V (x; t,) die V-Transformation von {s,} bzw. {t„}, so behandelt 
er allgemeiner die Frage nach der Äquivalenz der Beziehungen (a) Vie) Rz 
und (b) V(e;t,)& Kw (K Konstante, qg> 0 fest) für die dem Verfahren V ent- 
sprechende Limesbildung & — &,. — Für die C,-Verfahren, das A-Verfahren und 
die allgemeinen E-Verfahren [im Sinne von K. Knopp, Acta math. 47, 313—335 
(1926)] wird die Äquivalenz von (a) und (b) durch einfache Überlegungen allgemein 
bewiesen. — Beim B-Verfahren folgt aus (a) stets (b); umgekehrt folgt aus (b) auch 
(a) unter der einschränkenden Voraussetzung lim ja,!'r < oo (für den Fall g= 0 
vgl. D. Gaier, dies. Zbl. 50, 284). Das letzte Resultat ist insofern ein bestmögliches, 
als die Voraussetzung über fa,} nicht in lim n”* la„|!/r < oo mit & > 0 abgeschwächt 
werden kann. Dies ergibt sich aus dem folgenden, an sich interessanten Lemma über 
ganze Funktionen: Für jedes $ > 1 existiert eine ganze Funktion f(z) der Ordnung ß 
mit fa) >09, Find ->0 fir > Foo = I y). F. Lösch. 

Peyerimhoff, Alexander: Über Summierbarkeitsfaktoren und verwandte Fragen 
bei Cesäroverfahren. I. Acad. Serbe Sei., Publ. Inst. math. 8, 139—156 (1955). 

Der Verf. gibt einen neuen Zugang zur Charakterisierung der Cesäroschen 
Summierbarkeitsfaktoren der Form Ca (Ce: |Cs]) (Ca |; IE Tat Ar (0%) 
eine normale Matrix, B= (b,,) eine Dreiecksmatrix, und {&„,5 eine Zahlenfolge, 
so werden zunächst (über die Umkehrung von A) allgemeine Bedingungen für &, 
20 
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N 


aufgestellt dafür, daß jede Folge {zx,} mit 4, = Ss Gy, x, aus einem bestimmten 
N . w 
Raum (z.B. „„=0 (l)) in eine Folge 2, — =, by, %, &, aus einem bestimmten 


Raum (z.B. B3 R.| < oo) übergeführt wird. Diese Bedingungen werden speziali- 
=o0 


siert für ka a A=(, B=6G*la>0, P=0). Es ergibt Sichzz2 BB Die 

Zahlen e, sind genau dann (O,, C;)-Summierbarkeitsfaktoren, wenn &, = O0 (1) ist 

und B3 (n -+ 1)* |Ae+t e,6,| < 0 gilt für alle Folgen {6,} mit &,=o(l) und 
n=0 

55 (mn + 1)6 |4P+1 6,| < 00. Daß die so gewonnenen Kriterien äquivalent sind mit 

n=0 


den bekannten Kriterien für Cesärosche Summierbarkeitsfaktoren (Sehur, Bosan- 
quet, Verf.), wird bewiesen für den Fall «= 0 ganz, f= 0 beliebig. Für II wird 
der Fall beliebiger ,ß Z 0 in Aussicht gestellt. D. Gaier. 


Moustafa, M. D.: Convolution of Cesäro methods. J. London math. Soc. 30, 
85—100 (1955). 
Sind A=(a,,) und B=(b,,) Matrizen mit komplexen Elementen (n, k — 


k 
0,1,...), so ist die Faltungsmatrix C = A * B definiert durch c,, — =, 0:0 
= 


(vgl. P. Vermes, dies. Zbl. 49, 44). Verf. setzt die von Vermes begonnene Unter- 
suchung der Limitierungseigenschaften von © fort, insbesondere für den Fall, daß A 
und B Matrizen (©, r) [Cesäro-Verfahren der Ordnung r] sind. Einige Hauptresultate 
sind in I bis IV genannt. — I. Ist A’* die r-malige Faltungspotenz von A = (C, 1} 
“ (r positiv ganz), so gilt (C,r)C A’*. Von Vermes wurde dies für r = 2 bewiesen. 
Für kein o>r gilt (G,0o)CA*. — II o,r,r seien positive Konstante. Gilt 
(Chr), C(C, m) * (O0), 280 ist.notwendg ra zo u un Da 
min (0,7) ganz, so sind die Ungleichungen rsr +1, rso+1iI(rsr-to ist 
dann von selbst erfüllt) auch hinreichend für (©, r) C (C,r) x (©, o). — III. Es ser 
k 


’ ä : { : " 
Oo = nimm. A*B besitze als Zeilen mit den Nummern 0,2,4,. 
= 


..- 


der Reihe nach die sämtlichen Zeilen von €, und als Zeilen mit den Nummern 1, 3, 
5,...der Reihe nach die sämtlichen Zeilen von ©’. Esgilt: (©, 1) * (©, 1) und (C, 2) 
sind äquivalent. — IV. Sind A, B und D drei T-Matrizen (in der Bezeichnung von 
R. G. Cooke, Infinite matrices and sequence spaces, dies. Zbl. 40, 25) und sind A 
und B äquivalent, so sind A*D und B* D nicht notwendig äquivalent. — Die 
Beweise basieren auf einem Satz von R. G. Cooke (dies. Zbl. 46, 290) und Identi- 
täten zwischen endlichen Summen von Binomialkoeffizienten. 
W. Meyer-König. 

Buck, R. C.: Some remarks on Tauberian conditions. Quart. J. Math., Oxford. 
II. Ser. 6, 128—131 (1955). 

Eine Folge {s,} heiße beschränkt wachsend (of bounded increase), wenn für 
Zahlen M>O0undA>1glt0ss,<SMs, fürn sk<iAn. Eine Zahl Z heiße 
starker (sehr starker) Häufungswert von {s,}, wenn 9%, — L für eine Teilfolge 
N, =O (1) (R,41/%, > 1). Es wird gezeigt: a) ist 0 ein starker Häufungswert: 
von {s,} und ist {s,} beschränkt wachsend, so ist s,— o (1), b) ist L ein sehr starker 
Häufungswert von {s,} und ist {s,} langsam schwankend, so gilt s, > L. Ausa) und 
einem früheren Resultat des Verf. (dies. Zbl. 50, 59) ergibt sich folgender Tauber- 
satz: Aus s, = o(1) (C, 1) und dem beschränkten Wachstum von {s,+ folgt s, = o(1). 
Als Spezialfall ist darin enthalten, daß für beschränkt wachsende a, die Konvergenz. 
von Ia, die Beziehung na,„=o(1) nach sich zieht. Für monotone a, ist dieser 
Sachverhalt klassisch, die Voraussetzung des beschränkten Anwachsens tritt hier 
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als natürliche Verallgemeinerung der Monotonie auf (derselbe Sachverhalt wird für 
den Cauchyschen Verdichtungssatz bewiesen). Aus einem Analogon zu b) mit ein- 


seitiger Bedingung für s, wird für ganze Funktionen f eines Exponentialtyps 
00 


e<a aus [ati | il-alda<o, fm) +0 und fm + Y]=olfm)| 


(6>0, n=1,2,...) die Beziehung log |f(n)| = o(n) abgeleitet. 

| A. Peyerimhoff. 
| Hirokawa, Hiroshi: Riemann-Cesäro methods of summability. Töhoku math. 
=). IT. Ser. 7, 279—235 (1955). 

In this paper, the author considers Riemann summability of Cesaro sums of a 
series. Let a, be a series and %,& > — 1, be its Cesaro sum of order x, that is, 
the coeffieient of x" in (1— x) -e+D Ya, x". Let, = 5/47, where 2 A: at — 
(1l—-a)=-e+D, > — 1. Letpbe a positiveinteger and 


©, /sin kt\p 
op, 1) = (nr! Di kt ) n 
=1 


where 


1 a 
BD % = rn J u? (sinuP du (-1<a<p—|]), => (= Verl) sand 
-1ßo=—1). 
The series & a, is said to be summable (R, p, x) to sif the series o(p, &, t) converges 
for 0 <t <t, and tends to sas t> 0. The method (R,p,—1) reduces to the 
known (R,p) method and (R, p, 0) becomes the (R,) method. A series of results 
are proved regarding (R, p,x) summability. Let 0 <ö<1 and let 2a, be sum- 


Eee poll, > 
k=1 


oP-°-1l—O(n), then the series is summable 


(B,p,%) to s when -1< &“< p—-6-— 1. Again, if the series is summable |C‘, p| 
to s and & is an integer with -—1<x<p-—]1, then it is summable (R,»,«) 


zn 
to s. E = (|a.|— @,) =O(1) and the series is Abel summable to s, then it is 
N 


m 
(R,1,6) summable to s when -1<o<s0. U 5 (a,| — a) = 0 (MIN), 
kn 


n 
merke land = Is. — s| = o(n/log n), then the series is summable (R, 1,«) to s, 
=1 


—1<x<0. Several corollaries are listed. V. Ganapathy Iyer. 
Teghem, J.: Remarques sur les transformations de Taylor et de Laurent. Acad. 
Roy. Belgique, Bull. Cl. Sei., V. Ser. 41, 719—722 (1955). 


Die P ()- bzw. 1/(«)-Summierung der Reihe B3 u, wird durch die Reihe-Reihe- 
A 0 


Transformation 
[6°°) oo & er 


bewirkt. Ist das Funktionselement (1) & a, 2” gegeben, so interessiert der zugehörige 
P(&)- bzw. I/(«)-Summierbarkeitsbereich. Verf. ergänzt zwei hierauf bezügliche 
frühere Untersuchungen (Verf., dies. Zbl. 40, 320; 43, 63). Die erste Bemerkung 
hängt mit der Tatsache zusammen, daß es „‚singulär“ P(a)- bzw. I] («)-summierbare 
Reihen gibt (vgl. W. Meyer-König und K. Zeller, dies. Zbl. 58, 51). Sodann 
weist Verf. darauf hin, daß der //(«)-Summierbarkeitsbereich S von (1) nicht sternig 
in bezug auf 0 und auch nicht zusammenhängend zu sein braucht. Für 0<a<1l 
ist aber in jedem inneren Punkt 2, von S der J/ (a)-Wert von (1) gleich dem durch die 
(sicher mögliche) vom Ursprung aus geradlinige analytische Fortsetzung von (1) 
nach 2, sich ergebenden Wert. W. Meyer-Könng. 
20* 
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Rajagopal, €. T.: On an absolute constant in the theory of tauberian series. 
Proc. Indian Acad. Sci., Sect. A 28, 537 —544 (1948). 

Für die D(A)-Transformation einer Reihe 2a, mit komplexen Gliedern F(s) — 
> a, eins s>0, =, <h<::, 4,> 0%), die der "Tauber-Bedingung 
— n 
1 lan — A) <K, (n=1,2,3,.. .) genügen, leitet Verf. im Fall A, —A, „—O(1) 
(n en ein Ergebnis her, das einem im Anschluß an Hadwiger [Commentarii 
math. Helvet. 16, 209—214 (1944)] von Agnew [Duke math. J. 12, 27—36 (1945)] 


erzielten Resultat für die Abel-Transformation entspricht. Es sei A(x) a An 


ferner ZL die Menge der Häufungspunkte von A(x) für 2 > oo und Ly die Menge der 
Häufungspunkte von F(s) für s— + 0, y die Eulersche Konstante und 


» 


a=ytioglog2+2 | Tde. 
08 
(1) Jedem z’€ L entspricht dann ein 2’’e Lp und (2) So 2’ € L) entspricht 
dann auch ein EL derart, daß |” — | <o lim nn 
Nn>XO NR log 
oe >o, ist. An einem Gegenbeispiel wird gezeigt, daß (1) für o<’o, nicht mehr 
gültig bleibt. V. Garten. 
Borwein, D.: On the abseissae of summability of a Dirichlet series. J. London 
math. Soc. 30, 68—71 (1955). 
Suppose that (l,) is an unboundedly increasing sequence of positive numbers 
il 
with ,> 1 undthat D= lim er 
Nn—> 00 n 
ofsummability (R, 1, k), |R, l, k| of the Dirichlet series X a, 1° [C#.N. Obrechkofft, 
Math. Z. 30, 375—386 (1928)]. It has been proved by Bosanquet (this Zbl. 30, 149) 
that, for k=0,1,.., )0o,S0,+ D; and by Austin (this Zbl. 46, 302). that, 
fr k20, 0<zS1, 2)» 50, + (1— x) D. By investigating the eontinuity 
of o, as a function of k, Austin deduced from (2) that (1) must hold whenever k=0 
and k =F k,, where k,is the lower bound of numbers k such that o, < 00. The pur- 
pose of this paper is to prove directly that (1) is true for every k>0. 
K. Noshiro. 
Cowling, V. F.: On the Euler summability of a elass of Dirichlet series. Töhoku 
math. J., II. Ser. 7, 240—242 (1955). 
Untersuchung über das Euler-Knoppsche Summierungsverfahren bei Dirichlet- 


gilt, wenn nur 


<.00. Let o,, o, be respectively the abscissae 


schen Reihen der Gestalt S a,e 2 mit A, la 1, rl für 


n=0 
vgl. R.P. Agnew, Amer. J. Math. 66, 313—338 (1944) ; für ),„=log(n +1) vgl. 
N. Obrechkoff, dies. Zbl. 26, 109]. Verf. beweist: Sei 55 A,nr", wo A 
n=0 


> (en) rt (1 ra, et, für 7, (0 <r,< 1) konvergent. Dann ist die 
k=0 


Reihe 55 a, e""+1)°2 in allen Punkten 2 mit arg (2 — nl < 5 (=) hr r en 
n=0 
absolut € (r)-summierbar. H.-E. Richert. 


Watanabe, Hiroshi: On some summations of double series. Mem. Fac. Sci. 
Kyusyu Univ., Ser. A 9, 47—54 (1955). 

Verf. beweist das folgende Lemma über die Transformation von Doppelfolgen 
in einfache Folgen: Mittels einer Matrix en a ba .) werde einer 
Doppelfolge S,, (i,j = 0,1,2,...) die einfache Folge 7, = we RS. (n=0, 

ıvrIen 
1,2,...) zugeordnet. Notwendig und hinreichend dafür, daß bei dieser Transfor- 
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mation jede Doppelfolge S,,, die regulär konvergiert (für die also neben lim $,, 
. a . Y an . . . . . . 170 
noch lim S,, und lim S,, für alle 7 bzw. i existieren) in eine Folge t, übergeht 
e >00 j>o0 fi 
die zum gleichen Limes konvergiert, sind die folgenden Bedingungen: (1) lim k,, = 0 
” .. . - . r me 
und lim %,=0 für jedes feste bzw. i; 2) I |k,|<K für eine von n un- 
j>o i+i=n 
kn; 


t+j= 
abhängige Konstante X; (&) im N — 1. — Aus diesem Lemma ergeben 
n>o i+j=n 


sich (teils bekannte) Sätze über die Beziehungen zwischen der Konvergenz bzw. der 
C- und A-Summierbarkeit einer Doppelreihe auf der einen Seite und der Diagonal- 
reihe dieser (ev. durch Konvergenzfaktoren modifizierten) Doppelreihe auf deranderen 
Seite. F. Lösch. 

Ramanujan, M. S.: On Hausdorff transformations for double sequences. Proc. 
Indian Acad. Sci., Sect. A, 42, 131—135 (1955). 

General Hausdorff transformations Du D, u diagonal, for double sequences 
had been considered by ©. R. Adams, where A is the matrix corresponding to 
Cesaro summability. ©. R. Adams (this Zbl. 7, 117) proved that for the class of 
bounded sequences the transformation D u D is convergence preserving and sum 
preserving if and only if the diagonal elements u,,, = Hnnmn form a regular moment 
sequence, i. e., are the moments of a function f(u, v) of bounded variation in the 
fundamental unit square. The author proves the analogous result thatf L=DuD 
and 2’ =DvD, then L -summability implies Z’-summability if and only if v „„/Hmn 
is a regular moment sequence. L. Cesari. 

Celidze, V. G.: Über die C,,- und A-Integrierbarkeit von Funktionen zweier 
Veränderlicher. Trudy Tbilissk. mat. Inst. Razmadze 21, 65—76 (1955) [Russisch]. 

Verf. betrachtet bei Funktionen S(t, r) neben dem gewöhnlichen Grenzwert für 
t,r ooeinen Limes, bei dem der Grenzübergang unterder Einschränkung A-17”/(«+D 
<t<Ar+Dl® (Parameter fest und ,ß>—1; 9,6>0, A>1; yös 
(x + 1) (# + 1)) durchgeführt wird. Damit erhält er die Varianten C%, und A* der 
gewöhnlichen Verfahren C,; und A. Bezüglich Funktionen, die gewisse Nebenbe- 
dingungen erfüllen, gilt dann 0%, © O%g (wenn «>, Br pP) und 0,4 
Weitere Literatur: Magnaradze, dies. Zbl. 54, 47; Celidze, dies. Zbl. 52, 58. 

K. Zeller. 


MeArthur, €. W.: Some applications of theorems on uniform Cauchy points 
to infinite series. Proc. Amer. math. Soc. 6, 603—612 (1955). 

Durch Einführung eines Abstandes [siehe z. B. S. Banach, Theorie des op6- 
rations lineaires (dies. Zbl. 5, 208), p. 229] kann die Transformationsgruppe der 
natürlichen Zahlen zu einem metrischen, und damit topologischen Raum gemacht 
werden. (Verf. erwähnt verschiedene Metriken, welche, wie er zeigt, alle dieselbe 
Topologie aufprägen.) Dieser topologische Raum wird in die vom Verf. gemeinsam 
mit W.L. Gordon entwickelte Theorie (dies. Zbl. 47, 417 (*)) eingeführt. Es er- 
geben sich Resultate über Folgen, deren Elemente gewissen Halbgruppen angehören, 
insbesondere über reelle Zahlfolgen. — Verf. stellt fest, daß die vom Ref. in Unkennt- 
nis von (*) veröffentlichte Verallgemeinerung (dies. Zbl. 55, 286) eines Satzes von 
Ostrowski (dies. Zbl. 39, 286) bereits in (*) als Spezialfall enthalten ist. 

A. Huber. 

Macintyre, Sheila Scott: On a problem of Ramanujan. J. London math. Soc. 
30, 310—314 (1955). 

Es handelt sich um die von Ramanujan gestellte Aufgabe, die Beziehung 

1 Sk IT er E*% 4 
A De Te=;; >0 (11=1, 2%=1) nachzuweisen. Ferner soll A, für 
'n- co abgeschätzt werden und gezeigt werden, daß Ayo etwa 1,0125 . 109 
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ist. — Nach G. Szegö [J. London math. Soc. 3, 225—232 (1928)] ist 0<4A, < 
<2er/n(n +2). — Verf. stellt fest, daß die obige Reihe identisch ist mit der 
Abelschen Interpolationsreihe der Funktion 1/(n+1-+2) (mit 2=— 1) und fol- 
gert aus einer Restglieddarstellung (A. J. und S. S. Macintyre, vgl. dies. Zbl. 46, 
79) die Abschätzung 

A,„=e" ((2n + 1)/n(n + 1)? — 7/3 (n + 1? + 17/3(n + 1) +0 (1/nd)}, 
woraus (nach genauerer Untersuchung des O-Gliedes) für n = 1000 die von Rama- 
nujan angegebene Größe folgt (Verf. berechnet die Abschätzung von Szegö zu 
1,0132 - 109). A. Peyerimhoff. 

Moser, Leo and Max Wyman: An asymptotie formula for the Bell numbers. 
Trans. Roy. Soc. Canada, Sect. III, III. Ser. 49, 49—54 (1955). 


n? 


00 
Il s’agit des nombres @, de Bell definis par > 


n=0 
pression asymptotique de @, pour grand n. De telles expressions moins precises ou 
entachees d’erreur ont ete donnees par K.Knopp et L. F. Epstein. La methode 
des AA. est entierement differente. Elle part du theoreme de Cauchy, oü C est 
lecerele 2 he: 


= exp (e—1) etd’uneex- 


an er 


gut 


et la meilleure expression de son r&sultat est donnee par: 
G, m (R+ 1) 1 exp {n (R+ R1— 1) — 1} [1 — R(@R?-7R-+ 10)/24n(R+1)3] 
R etant la raeine de Ret=n. Les AA. donnent une table des valeurs de G, pour 
Den hl; S. Bays. 
Turowiez, A.: Sur une propriet6 des nombres irrationnels. Ann. Polon. math. 
2, 103—105 (1955). 
Zwei Spieler A und B wählen abwechselnd die Glieder einer positiven, monoton 


abnehmenden Zahlenfolge {a,}. A soll die Partie gewinnen, wenn 55 a„ gegen einen 
n=1 


irrationalen Grenzwert konvergiert; anderenfalls soll B gewinnen. Verf. zeigt mit 
Hilfe von Cantorschen Reihen, daß es eine Methode gibt, die A den Sieg garantiert. 
H.J. Kanold. 

e Markuschewitsch (Markusevi@), A. I.: Rekursive Folgen. (Kleine Ergän- 
zungsreihe zu den Hochschulbüchern für Mathematik 11.) Berlin: VEB Deutscher 
Verlag der Wissenschaften 1955, 48 S. brosch. DM 2,80. 

Translation of the Russian original (Moscow 1951). — Treatment of some 
simple properties of recurring sequences. The principal properties of the solutions 
of linear difference equations are derived in an elementary way. Several applications 
are given which, to advanced pupils, may place in a new light some algebraie pro- 
perties treated in secondary schools. H.J. A. Duparec. 


Stipani6, Ernest: Sur un aspect mathömatique de l’Aporie Achille de Zönon. 


Bull. Soc. Math. Phys. Serbie 7, 179—183 u. französ. Zusammenfassg. 184 (1955) 
[Serbo-kroatisch]. 


Approximation und Reihendarstellung reeller Funktionen: 


Nöbeling, Georg und Heinz Bauer: Allgemeine Approximationskriterien mit 
Anwendungen. J.-Ber. Deutsch. Math.-Verein. 58, 54—72 (1955). 

Es liege ein Vektorverband » von reellen Funktionen vor. Vom Definitions- 
bereich E dieser Funktionen wird nur verlangt, daß es sich um eine nicht-leere Menge 
handelt. Frage: Wann läßt sich eine vorgegebene reelle Funktion f|E gleichmäßig 
durch Funktionen aus p approximieren ? Diese Frage wird durch ein „Kriterium 9. 


sıl 


beantwortet. Daraus folgt der Satz: Ist » die Menge aller reellen Funktionen f|E, 
die durch Funktionen aus dem Vektorverband v gleichmäßig approximiert werden 
können, so ist v» eine Algebra. Umgekehrt gilt: Ist w eine Algebra beschränkter 
reeller Funktionen f|E, so ist m ein Vektorverband. Beim Beweis des letzteren Satzes 
wird die gleichmäßige Approximierbarkeit von |£| durch Polynome in £ verwendet. 
Die Vertauschbarkeit der Strukturen „Algebra“ und „Vektorverband‘ spiegelt 
sich ferner in der Tatsache, daß „Kriterium 2“ auch gilt, wenn statt eines Vektor- 


‚ verbandes eine Algebra beschränkter reeller Funktionen zugrunde gelegt wird. Ein 
analoges Kriterium gilt ferner, wenn statt reeller Funktionen Abbildungen von E 


in einen lokal konvexen topologischen Vektorraum über dem Körper der reellen 


Zahlen betrachtet werden. Die beweistechnische Brauchbarkeit des ‚„Kriteriums 2° 


wird durch vier Anwendungen belegt, die einen Approximationssatz über stetige Funk- 
tionen auf dem AR", die Theorie der uniformen Strukturen und die Theorie der fast- 
periodischen Funktionen betreffen. Im Anhang wird ein weiteres allgemeines Appro- 
ximationskriterium (ohne Benutzung von Kriterium 2) bewiesen, und zur Herlei- 
tung bekannter Sätze, wie etwa des Approximationssatzes von Weierstrass-Stone, 
benutzt. Ch. Witzgall. 


Fejer, Leopold: Verschiedene Bemerkungen elementarer Natur über die Grund- 
polynome, die bei den parabolischen Interpolationen auftreten. Acta Math. Acad. Sci. 
Hungar. 6, 227—240 (1955). 

Bei der ‚„‚Lagrangeschen Interpolation‘ sind nur Funktionswerte vorgegeben, 
bei der ‚‚Hermiteschen‘“ sowohl Funktionswerte wie auch Werte entsprechender 
Ableitungen. Für die Grundfunktionen, d.h. für die einzelnen Glieder der Inter- 
polationspolynome, werden Sätze hergeleitet, insbesondere solche über vorhandene 
Maxima und über die Nullstellenverteilung. E. J. N yström. 


Freud, G.: Über differenzierte Folgen der Lagrangeschen Interpolation. Acta 
math. Acad. Sei. Hungar. 6, 467—473 (1955). 
Verf. gibt hinreichende Bedingungen dafür, daß die Lagrangeschen Interpo- 


lationspolynome L,(f; 2) = 53 an) im (X) einer m-mal stetig differenzierbaren 
k=1 


Funktion f(x) bezüglich des Grundpunktsystems {x,,} zu der Darstellung 
ein (=> f® (x) führen. Die {x,,} werden dabei als die Nullstellen 


Ener "orthogonalen Polynomfolge {p,(x)} gewählt. Erfüllt die bei ihrer Definition 


auftretende Gewichtsfunktion w(x) die Bedingung w(2) Zu>) fürrozu., 
((a,6)C (1, 1)), ist ferner fm (2)<Lipa («> 14), so gilt (1) gleichmäßig in 
jedem inneren Teilintervall (a,, b,) von (a, b). Die Forderung für f (x) kann noch 
durch die schwächere ersetzt werden: Es gelte gleichmäßig in x, und x, (—1 = 2 
Be, ee) o(lx, — x,|!!2). Genügen die Funktion w(x) und die 
Polynome p,„(x) den stärkeren Voraussetzungen: u > w(R) ZW > 0 und 
Ir, )|<K& füraozz < b, so braucht über /") (x) nur noch f (2) — fe (&) = 
o(log-! {!x, — | 1}) vorausgesetzt zu werden, damit wiederum (1) gleichmäßig in 
jedem inneren Teilintervall von (a, b) gilt. Der Beweis beruht auf der Abschätzung 

ee] —0O(n”log n), von der überdies gezeigt wird, daß sie für kein 


An € (01,0) 
Grundpunktsystem durch eine der Größenordnung nach bessere ersetzt werden kann, 


nicht einmal wenn man auf die Forderung verzichtet, daß die &,, die Nullstellen 
eines Systems von Orthogonalpolynomen seien. P. Heuser. 


Zyezkowski, M.: Theorems on the errors of approximating a function by the 
first terms of its power series. Prace mat. 1,371—391, russ. u. engl. Zusammenfassg. 


391392 (1955) [Polnisch]. 
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[ee] 
H ä nr v2 A a e Ä [5 n N 
Soit f(x) la somme d’une serie entiere ” a, x" & termes reels convergante dans 


’intervalle (=r, r), r > 0, et pun nombre entier positif. Posons 


Ss R,(x) 
no rer | 
L’A. donne plusieurs conditions suffisantes pour que la quantite |R, (=) |, dite erreur 
absolue de l’approximation de f(x) par la somme + 4,2 +: D: + a,., 71, oR 
la quantite |P,(x)| soit une fonetion non decroissante de x dans l’intervalle (0, 2) 
oü x, est un nombre positif quelconque plus petit que r. F. Leja. 


Kennedy, P. B.: Integrability theorems for power series. Quart. J. Math.,, 
Oxford II. Ser. 6, 316—320 (1955). Ei 
Heywood proved (this Zbl. 64, 62) that if c,>0 for all sufficiently large n,, 
EI eg . . 
and if (1) Yc,= 0, then (2) (1—- a) TNc,"eL(0,1) ifandonlyif (3) Ic,log®) 
0 0 7 
converges. The main object of this note is to obtain suffieient conditions for the: 
equivalence of (2) and (3) when c, is not assumed to be ultimately non-negative.. 


n > 
First itis observed that (1) and (3) imply s,logn > 0 where s, = = C,. Theorem E:! 


Any two of the statements (3), (4), (5) imply the remaining one; here (4), (5) read ası 
1 


—& 


[e,e} 
follows: (4) s„logn tends to a finite limit, (5) } 1-1 > c„x| dx tends to: 
0 N] 


a finite limit as e > +- 0. Theorem II. Suppose there is an integer p> 0 such that,, 
for all sufficiently large n, the p times iterated sums SP of the c’sare > 0. Then,, 
any two of the statements (2), (3), (4) imply the remaining one. B. S2.-Nagy. 

Fine, N. J.: On groups of orthonormal functions. I, I. Pacific J. Math. 5, 51—59, 
61—65 (1955). 

I. Let (2,%, m) be an abstract measure space with m(2) = 1; let? = nn. 
(«=0,1,2,...) be a family of complex-valued measurable functions on Q, satis- 
fying ji 2 fs dm — fö,g and f, fs€ F. Then it is shown that all such families are derived 

2 


from character groups of compact abelian groups. That is, there exist a compact 
abelian group H, and a measure preserving transformation T of Q into H such that 
the outer v-measure of T(2) is 1, where v denotes the normalized Haar measure on H, 


T(2)—=H and the gm may be extended to # to form the character group of H. 
Various conditions are given in precise form. Known examples of this theorem are 
the system of the Walsh functions, the system of the generalized Walsh functions of 
order a defined by Chrestenson (this Zbl. 65, 53) and the system of exp (2ri nx). 
These special cases have been pointed out by Civin (this Zbl. 46, 295; 56, 237) and 
Chrestenson (quoted above). — II. The author shows that if @ is any countable 
abelian group, then there exists on the unit interval 7 an orthonormal group @’ iso- 
morphie to @. [If @ is infinite, then @’ is complete in Z2(T)]. This is an easy conse- 
quence of the isomorphism theorem of measure algebra. Moreover the author ana- 
Iyses a special case of this theorem. G. Sunouchi. 
Rudin, Walter: Laplace series and sets of logarithmie capacity zero. Proc. 
Amer. mäth. Soc. 6, 915—918 (1955). | 
The main purpose of this note is to show that certain earlier results due to the 
author are no longer valid when the closed sets of (logarithmic) capaeity zero are 
replaced by closed sets of positive capacity in the hypothesis of those results (this 
Zbl. 36, 174; 37, 347). In particular, the author establishes the following two re- 
sults. (I) Let E be a closed set of positive capacity on S, the surface of the unit 


oo 
sphere in 3-space. There exists a series = Y„(P) with the following properties: 
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oo 
(a) > Y,(P) does not vanish identically, but for every Pin S— E the series is 


N 


oo 7 
(C, 1)-summable to zero, and Riemann-summable to zero, (b) — > Eu) 
Finn) 


'is the Laplace series of a continuous function F on S, (c) If, in addition, E is such 
‚that every diameter of S has either both or none of its endpoints in E, then for 


. Y 2 
‚every Pin S—-E andfor every k>4, 3 Y,(P) is (C,k)-summable to zero. 
| x > 
(II) If Eisa closed subset of S, the following statements are equivalent: (a) The 
capacity of E is positive. (b) There exists a measure A, concentrated on E and not 


identically zero, whose Laplace-Stieltjes series is NS Y,(P) and such that 
0 


See: s ä 3 
_ > "mr ı) is the Laplace series of a continuous function. (c) Same as (b), with 


„continuous‘“ replaced by „bounded‘“. M.O. Reade. 
Ossieini, Alessandro: Sulla sommabilitä di Cesaro delle serie di Legendre Boll. 
Un. mat. Ital., III. Ser. 10, 521—526 (1955). 
A theorem concerning the O-summability almost everywhere of series ol Legen- 
dre polynomials P,„,(x) is proved. Let f(x) 1 — x2)-1/% be L-summable in (—-1, 1), 


00 
u 711, and (l)a, + > a„ m P, (x) the Legendre series of the funetion f(®), 
n= 


zu 


. 1 

Be, 0,= m il f(x) P„(x) de, m=1,2,.... Then (1) is convergent a.e. 
—y 

in (—1,1). A result concerning O-summability of Fourier series of S. Yano (this 

Zbl. 47, 70) is being used. L. Cesari. 


Fedulov, V. 8.: Über die (C, 1, 1)-Summierbarkeit einer doppelten Orthogonal- 
reihe. Ukrain. mat. Zurn. 7, 433—442 (1955) [Russisch]. 

In Verallgemeinerung bekannter Ergebnisse bei Funktionen einer Veränder- 
lichen betrachtet Verf. die (C, 1, 1)-Summierbarkeit (fast überall =f. ü.) von Ent- 
wicklungen (1) E22 a,,9,; (x, y) (Teilsummen S,„, (®, y)) nach einem Biorthonormal- 
system 9;,; in einem Rechteck AR, wobei die Koeffizienten der Bedingung 
(2) EX a,? < oo unterworfen werden. Satz. Gilt (2), so ist (1) genau dann f.ü. 
(C, 1, 1)-summierbar, wenn die Folge Sgm,gn (2, y) f. ü. konvergiert. Satz 2. Gilt 
2% a,,: {flog log (m + 3)]* [log log (n + 3)] 2} < oo, so ist (1) f.ü. (C, 1, 1)-sum- 
mierbar. Satz 3. In Satz 2 darf {- - } durch keinen Ausdruck o {. . »} ersetzt werden. 
— Satz 4, ein Ergebnis von Marcinkiewiez-Zygmund (dies. Zbl. 22, 18), wird 
benützt zum Beweis von Satz 5: Ist (1) die Entwicklung einer Funktion fe 1? 
und sind {m,} sowie {n,} Lückenfolgen (d.h. m,..[m,und n,,,[n, >0>1),so konvergiert 
ei Sn (5) > y) im Sinne restringierter Konvergenz (d.h. unter der 
Nebenbedingung 41 < m,[n, < A). — Weitere Literatur: Kolmogorov, Fun- 
damenta Math. 5, 96—97 (1924); Mensov, Fundamenta Math. 8, 55—108 (1926); 
Agnew, dies. Zbl. 4, 107. K. Zeller. 

Satö, Masako: Convergence of Fourier series. Proc. Japan Acad. 31, 116—118 

1955). 
Wert zeigt, daß die Fourierreihe von fd) für = x konvergiert, wenn, mit der 
Bezeichnung 9,W) =fa+W+ fx — u) — 2f(a), T= 1/1 tl, B=r e*/n, die 

beiden Bedingungen (1) 9,() —9(f) = o(1/Ar)) >09) und 


| 7 

Nn—>XO B I 

erfüllt sind. Im Fall 0<a<1 ist A=A(n) = (log n)”. Im Fall &>1 ist 
1=4(n) = (loglog n)* und allgemeiner gilt, wenn die Bedingung (2) mit 9,(!) 
‚statt p,(t) gefordert wird, die Behauptung für A(n) > ©. V. Garten. 
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Kanno, Kösi: On the Cesäro summability of Fourier series. II. Töhoku mathı 
J., II. Ser. 7, 265—278 (1955). 

(Part I, this Zbl. 66, 48.) The author shows the following two theorems. Leto (t} 
be an even periodic function and let 9 (t) be the f-th integral of p(f). Theorem 1! 


I ll) = 2 —.) (&9>0) and See —0() (A>0), th 
(log 1/i) (log 1/2)4j 


the Fourier series of (tl) is summable (C,( Ayß-Y/(1+Ay) to zero at 
t= 0. Especially for 1/y=4AP, the Fourier series of p(t) converges to zero af 
t—= 0. This is a dual of F. T. Wang’s Theorem (this Zbl. 33, 174). Theorem 2. Ui 
ol) =O(t?)(1>6>0) and ll) = o(#), y> P> 0, then the Fourier series 
of o(t) is summable (6, re ) to zero at i= 0. This is an improvement of & 
theorem of the reviewer 7. Math. 1, 104—109 (1953)]. *For the proof of these 
theorems, the author uses Bessel summability instead of Cesäro summability. It 
is well known that these two methods of summation are equivalent. 
G. Sunouchi. 

Kinukawa, Masakiti: On the Cesäro summability of Fourier series. II. Töhokw 
math. J., II. Ser. 7, 252—264 (1955). 

[Part I, same Journal 6, 109— 120 (1954).] The author generalizes his pre- 
vious theorems concerning Cesäro summability of Fourier series. One of the results: 
as follows. Let p(t) bean even periodie function and let 9; (t) be the -th integral of 
o(t). Then the set of conditions 9()=o(!) = PB> 0) and 


& 


P@-gt-W yo 


i N 
(u) lim lim sup u® Frr 


k>o u->0 (ku)1/A 
(A=1) implies (0, o)-summability -1<o=0) of the Fourier series of o(f), 
provided y=4Aß—o(A-— 1). The condition (*) can be replaced by 
t 


at owy]=o« 


provided y=Aß—o(ß +1) (A— 1)/(1-+o). The special case P=1 has beem 
proved in Part I. @. Sunouchi. 
Izumi, Shin-ichi and Masakiti Kinukawa: On the strong summability of the 
derived Fourier series. II. Proc. Japan Acad. 31, 107—110 (1955). 
Part Icf. M. Kinukawa, Proc. Japan Acad. 30, 801— 804 (1954). Let f(t 
be a continuous function of period 2 and of a variation in <0, Ian). 


and let, for fixed x and s ,W=gwW=f&+wW-fla-W-2u T® 
proved that when «> . and f Idg(u)| = O fine as > 0, then 
3 N |7,(2) — s|?— 0, where 7,(&) denotes the v-th partial sum at x of the derived! 
ne Beriass ol). (tor |; So p re B.N.Prasad and U.N. this 
Zbl. 47, 69). It is also shown that [ ld g (u)| = o(t) implies Ss I (&) — s? = 
0 (n log n). W w. Rogosinski. 


Hirokawa, Hiroshi: Remarks and errata on the paper „Uniform convergence 
of some trigonometrical series“. This Journ. 6, 162—173 (1954). Töhoku math. J., 
II. Ser. 7, 206—207 (1955). 


Thcorem 5 in the cited paper (cf. this Zbl. 58, 56) is altered in the following 
form: I > > Ava = = 0% 2) where O<ß=1 and 2%, |n.< oo, „eG 


[e,e] 
then N a,is summable (R, 1). This is implied in a theorem of Obreschkoff (this 


n=1l 
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Zbl. 27, 20m. The author says that the problem whether the above result is true for 
ß > 1 remains open, but recently he has given to the reviewer a negative example 
orally. ie G. Sunouchi. 
Tomi, M.: Sur les facteurs de convergence des series de Fourier des fonctions 
eontinues. Acad. Serbe Sci., Publ. Inst. math. 8, 23—32 (1955). 
A sequence {A,} is said to be quasi-convex if Ei +1) 421,1< ©. Ti 
is well known [A. Zygmund, Trigonometrical series (this Zbl. 11, 17), p.59]) that 
for {A,} to be the uniform convergence factor of Fourier series of a continuous func- 
tion, it is sufficient that {A,} is quasi-convex and A,logr =O(1). The author 
shows that if {A,} is quasi-convex then A,logn —=0O(1) is also necessary for {A,} to 
be the uniform convergence factors of all continuous functions. Moreover the author 
proves that if {A,} is quasi-convex and w(1/n) A,„loegn=o(1), where w(t) is the 
modulus of continuity of f(x), then {A,} is the uniform convergence factor of the 
Fourier series of f(x). For 4,=1 this reduces to the Dini-Lipschitz criterion... 
There is another application to summation of Fourier series. G. Sunouchi. 
Karamata, J. et M. Tomi@: Sur la sommation des series de Fourier des fonctions 
continues. Acad. Serbe Sci., Publ. Inst. math. 8, 123—138 (1955). 
The authors show the following theorem: For a rectangle matrix A,„ to be 
the summability factors ofa Fourier series ata continuity point, the set of necessary 


and sufficient conditions is (a) ,n 20, as n>m for v—=0,1,2,..., 
m 


(b) ; Kun (d)|d <= M,n=0,1,2,..., where Kurt =sAn Dun cosvt, 
0 va 
nd (e) fi dk, ()|=0O(1), n > ©, where 
0] 
iR Er oo 
RK .i2) lm f Kı,.d=3/,,r47 = Fn2sinve. 
M>XOO v=1 


A set of easy sufficient conditions is (1) A,n>lasn>o, forv=(,1, 2. 


m +» mv 
(2) A,n =0 (1Jlogv), > ©o) and (3) 2, re m — v| log | Al 
v=m 

where m is a fixed number or a number tending to ooas n > oo. This is a generali- 
zation of theorems due to Nikolsky (this Zbl. 30, 28) and B. Sz.-Nagy (this Zbl. 
39, 296). G. Sunoucht. 

Aljantie, S., R. Bojani@ et M. Tomid: Sur Pintegrabilit6 de certaines series tri- 
gonomötriques. Acad. Serbe Sci., Publ. Inst. math. 8, 67—84 (1955). 


[0,0] 
Für trigonometrische Reihen der Form g(x) = Nı,sinnz mit A,N0 ist 
1 


für 0<y< 2 genau dann x” g(x)E L(0,r), wenn Sn’! A, < © ist; füry> 2 
gilt dies nicht mehr (R. P. Boas, dies. Zbl. 46, 296; P. Heywood, dies. Zbl. 56, 61). 
Die Verff. verallgemeinern diesen Sachverhalt, indem sie #—” durch x” L(1/x) und 
m-1 durch n?-! L(n) ersetzen; dabei sei L(x) > 0 eine langsam sich ändernde 
stetige Funktion. Es zeigt sich, daß für 0<y< 2 die Aussagen x” L(1/®) g(®) € 
L(0,r) und Sn’! _L(n) }, < © gleichbedeutend sind; dasselbe gilt für die Aus- 
sagen L(1/a) g(2) € L (0, ) und I n!L(n)A,< ©, wenn L(a) noch nichtab- 
nehmend und konvex ist. Ähnliche Ergebnisse werden für Reihen der Form f(x) = 


A. Peyerimhoff. 


1 At 55 A, cos nx bewiesen. 
T 
Izumi, Shin-ichi and Tamotsu Tsuchikura: Absolute convergence of Fourier 


expansions. Töhoku math. J., II. Ser. 7, 243—251 (1955). 
A theorem due to Wiener says that if a function f(x) € L(0, 2r) and has period 
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97 and coincides locally at every point of (0, 2x) with a similar function havi 
absolutely convergent Fourier series, then the funetion itself has an absolutel 
convergent Fourier series. The authors show that it is possible to construct a funa 
tion in (0,r) having an absolutely convergent sine series for which the corresponc: 
ing cosine series is not absolutely convergent. This is used to show that Wiener: 
theorem ceases to be valid if the hypothesis fails even at a single point. The autho» 
also prove that if the Fourier sine series X a,sinnx ofafunctionin (0, x) vanishi 
at 2—= 0 and converges absolutely and, in addition, one of the series & |a,| log | 
and 2'n |Aa,| converges, then the Fourier cosine series also converges absolutely. 
similar result is proved for the sine series with a hypothesis on the cosine series. 

V. Ganapatky I yer. 

Kahane, Jean-Pierre: Sur les fonetions sommes de series trigonom6trique 
absolument convergentes. C. r. Acad. Sci., Paris 240, 36—37 (1955). 

Soit A la classe des fonetions reelles de x, — © <x< 00, egales dans 
voisinage de tout point & des sommes de series trigonom6triques absolument cor 
vergentes. L’A. donne la r&eponse affirmative a un probleme de R. P. Boas (Existe-- 
il une fonetion f(x)€ A telle que |f(x)|€ A?) et la r&ponse negative au problem 
de P. Levy[on appelle fonetion permise g (x) telle que f(x) € A entraine f(g(x)) € # 
Existe-t-il d’autre fonctions permises que les fonetions lineaires ?]. L’A. donne | 
resolution du probleme de definir les classes B et C des fonctions telles que g(x) €. 
et h(x)E C entraine g(h(x)) € A. J. Görski. 

Verblunsky, S.: An outline of the theory of F' series. Amer. J. Math. 77, 628 
654 (1955). 

If the polynomials A = A(2), B= B(z) in z with real coefficients be such the 
all the roots of (1) Asinm2— Bcosx2=( are real and simple, then any L-int« 
grable function f(x) in the interval (x, x + 2) can be associated with an expansior 
of the „‚Fourier‘‘ type. In an earlier paper (this Zbl. 57, 303), the author has showi 
that the positive and negative roots u, u4_, (k=1,2,...) of equation (1) will kt 
symmetrical with respect to the origin if and only if one of A, Bis odd and the oth« 
is even. In this case denoting by A, the residues at 2= u, of 


Q()=3%(Acosn2 + Bsinn.)[(Asinn2— Bcoszz), 
the „Fourier“ expansion associated with f(x) can be written as (2) f(x) vw! a, - 


[0 0) &+2n 
a, (@,.C08 4, + b,sin u, 2), where a,—ib,— 24, f(x) "re dz (k= IM 


&+2n 
3,...) and if 0 is a root of (1), = 2% N f(x) dx, otherwise a,—= 0. In thı 


paper under review the even one of A, Bis taken to be of degree two and the odd on 
of degree one. Writing A=22?-+a and B=bz, the corresponding series (2) i 
called the F,A series of f(x) and when A=az and B= 22-5, itis called Fo 
series. If the constant term and the term corresponding to k = 1 be omitted fron 
the series (2), it is called a ‚‚restrieted F, A series‘ or RF,A series. The followin; 
are some of the results proved in this paper: (i) For any F,A series we havı 
2 erre(,—im)—=0, %c,eitrel(u,— im,) = 0, where 2, a, ib, am 

-iB=(@-—im)(<—im,, m, and m, are real and distinet. (ii) An RF3+ 
series in (x, + 2m) is an RF,A series in (,ß + 2x) for all ß and is summabl 
(C, 1) p. p. and is the Fourier series (in the sense of the theory of almost periodis 
functions) of its Cesäro sum. (ii) IE &’c,eim® (0, — c, and ’ indicates that th« 
term k—= 0 is absent) converges to f(x) for |x|<r, where f(x) is finite anc 
€ L(—n,r), then there is a real constant c such that Chu Yr + IoYr/(L—Yo) - 9% 


where g, = A, Jh ft) enimid, „= 2nd, %= nm . Corresponding in 
. . = & 
vestigations for the F,B series have also been carried out. U.N. Singh. 


3 


Salem, Raphael et Antoni Zygmund: Sur les ensembles parfaits dissymetriques 
rapport constant. C. r. Acad. Sci., Paris 240, 2281—2283 (1955). 

Eine Punktmenge U € (0, 27) heißt eine Eindeutigkeitsmenge für trigonometri- 
che Reihen (U-Menge), wenn jede auf der Komplementärmenge (zu (0,2r)) zu Null 
onvergierende trigonometrische Reihe identisch verschwindet. € sei die Klasse 
er positiven, ganzen algebraischen Zahlen 6, deren (von 9 verschiedene) Konju- 
ten &,...,0,7 n =.Grad d,.die Bedingung &,|<1, i=1L,..„n—1, er- 
üllen. d sei eine natürliche Zahl, und 7, --.,27, Zahlen mit 69>d-+1, me 0, 
a Hund 1-9, 26° für j=0,1,..,d—1. E sei die Gesamtheit 
er Punkte + &.614+8092 +, wo die g, die Werte 7,71»... 74 &anneh- 
hen können. E ist nur dann eine U-Menge, wenn (1) d€eC und n, neh en] 
P (6) [vgl. R. Salem, Trans. Amer. math. Soc. 56, 32—49(1944), und dies. zb. 
1, 386]. Verff. beweisen, daß die Bedingungen (1) auch hinreichen. Der Spezial- 
ll d=1 wurde schon früher behandelt (R. Salem-A. Zygmund, dies. Zbl. 
5 297). H.-E. Richert 


;pezielle Funktionen: 


© Campbell, Robert: Theorie generale de l’&quation de Mathieu ’et de quelques 
utres &quations diff6rentielles de la mecanique. (Collection d’ouvrages de mathe- 
> A l’usage des physiciens). Paris: Masson et Cie Editeurs 1955. XVI, 271 p. 
3 Fig. 

Zunächst eine kurze Inhaltsangabe: 1. Teil: 2-periodische Mathieusche 
unktionen (ca. 110 8.). Kap. I. Eigenwerte (im Reellen), Fourier-Reihenansatz, 
reigliedrige Rekursionen, Kettenbruchgleichungen. Durchführung derselben Me- 
ode für transformierte Formen der Whittakerschen Differentialgleichung y" + 
4 bcos2x-+ccos4x)y=(0 (Ince), der Lameschen Differentialgleichung 
"1 (a+bsn?z2)y=0 (Ince) und der „assoziierten‘“ Mathieuschen Differential- 
leichungen y’+ (a+v(1—»)/sin’ x + k2cos?x) y—= 0 (Transformierte der 


‚weitlösungen nach Whittaker, Ince, Goldstein. Kap. VI. Zweitlösungen von 
cLachlan. 3. Teil: Allgemeine Theorie der Mathieuschen Differentialgleichung 
a. 80 S.). Kap. VII. Allgemeine Lösung (stabiler Fall). Methoden von Ince und 
hittaker. Gebrochene Indizes. Analoges für die assoziierte Mathieusche Differen- 
algleichung. Kap. VII. Allgemeine Lösung (instabiler Fall). Methode von Ince. 
harakteristischer Exponent; Berechnung nach Poincar6 und Hill. Kap. IX. 
symptotische Entwicklungen. Kap. X. Die Mathieusche Differentialgleichung als 
ifferentialgleichung mit rationalen Koeffizienten. — Nach Erscheinen des Werkes 
on MeLachlan (1947) hat Verf. auf eine vollständige Wiedergabe der Resultate 
er Theorie der Mathieuschen Differentialgleichung zum damaligen Stande verzichtet. 
ir legt demgegenüber vor allem Wert auf einführende Darstellung von verallge- 
einerungsfähigen Methoden wie a) Reihenansatz, dreigliedrige Rekursionen, 
nn sleichungeti und b) (im wesentlichen) Integralbeziehungen mit Lö- 
ungen der Schwingungsgleichung als Kern nebst Folgerungen. — Leider ist die 
iteratur nur bis etwa 1952 und ganz unvollständig berücksichtigt (z. B. nicht Niven 
881, Bouwkamp 1941, Meixner 1949, 1951 und Schäfke 1951). Nicht einmal von 
richtigen, im Literaturverzeichnis notierten Arbeiten (z. B. Sips, Meixner) wurde 
{enntnisgenommen. Soentstehtan einigen Stellen, wie auchim Vorwortvon J.Peres, 
er Eindruck, als ob gewisse Resultate [z. B. Entwicklungen der assoziierten Mathieu- 
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schen Funktionen (Sphäroidfunktionen) nach Gegenbauerschen Funktionen (Kugel 
funktionen) und Besselfunktionen, Integralbeziehungen und Folgerungen] dem 
Verf. zu verdanken seien. — Die Darstellung bleibt im wesentlichen formal referierend 
Man vermißt oft Klarheit und Überblick. Strenge Beweise werden kaum gegeben! 
Dazu nur zwei Zitate: 8. 17: zu den charakteristischen Kurven: ‚La construction 
de cette courbe par points montre qu’elle se compose d’une infinite de branches dis 
tinetes et sans points communs, ...“; 8. 196: zur Tisserandschen Entwicklung vo» 
cos hr nach Potenzen von g? (ganze Funktion von p und q?): „... converge 
pourvu que q soit assez petit. Lorsque p > n?, le developpement ne semble plu; 
valable; ...“. — Selbst wenn man vom Vorliegen des Werkes von Meixner una 
Schäfke (Mathieusche Funktionen und Sphäroid-Funktionen) absieht, von dem au 
der Standpunkt des Verf. überholt erscheint, wird man kaum einem Interessenten 
kreise zu diesem Buche raten können. F.W. Schäfke. 

Jeffreys, Harold: Two properties of spherical harmonies. Quart. J. Mec 
appl. Math. 8, 448—451 (1955). 

Ist K,=r" S,, n eine natürliche Zahl, eine räumliche Kugelfunktion, so ist 
wie Verf. in $1 zeigt: 

[S (eK Jöx)? de =n(2n+1)a2[[K,?do, 

[Sı(& Klox, 0%)? de = m — 1n(2n —1)(?n +1)a-t [[ K,2 do, 

die Integrale erstreckt über eine Kugel vom Radius a; Anwendung auf zwei geo: 
physikalische Elastizitätsprobleme. In $ 2 wird 

SS «afleoy® + [A/sin 9) 81/021) do |] dw, 
(9%, x Polarkoordinaten, f=f(Ö,x), Integration über eine Kugeloberfläche vonr 
Radius a) als Maß für die Irregularität von f auf einer Kugel eingeführt und gezeigt! 
daß die Irregularität stationär n (n — 1) ist bei kleiner Variierung von f, wenn feina 
Kugelflächenfunktion von ganzzahligem Grade ist, und daß sie für eine beliebige 
Funktion f nicht kleiner ist als die ihres niedrigsten Gliedes in der Entwicklung nacl 
Kugelfunktionen. O. Volk. 

Brelot, Marcel et Gustave Choquet: Polynömes harmoniques et polyharmoniques 
Centre Belge Rech. math., Second Colloque &quations aux derivees partielles, Bruxelle> 
du 24 au 26 mai 1954, 45—66 (1955). 

Applicando la teoria dei gruppi, gli AA. deducono in maniera assai semplice 
ed elegante varie proprietä, solo in parte note, dei polinomi armonici e iperarmonie: 
in un numero qualsivoglia » di variabili. Citiamo fra le altre le seguenti. I polinom: 
r-iperarmonici omogenei di grado n > 2r sono caratterizzati dalla proprietä d) 
essere ortogonali sulla sfera unitaria di centro nell’origine a tutti i polinomi di gradu 
n — 2r. Ogni polinomio omogeneo di grado n si puö scomporre in una somma de: 


tipo en 0°? H„-2,, con H„_s, armonico omogeneo di grado n — 2p. Le trasfor: 


mazioni lineari del sistema dei polinomi omogenei di grado n in quello dei polinom. 
omogenei di grado n — 2, che riescono permutabili con una qualsiasi sostituzions 
lineare ortogonale operata sulle variabili, sono quelle che mutano ogni 5 02H, 

2p<n | 


in 3 2 A, 0°P2 H,„_2p, essendo le A, certi numeri reali; in particolare, se & se 
pz2N 


2p (2p+2n— 6-+-»), si ha il laplaciano. Ogni divisore di un polinomio armonic« 
reale © reale enon puö avere segno costante; di conseguenza, i sostegni degli zeri d 
due polinomi armonici reali, che non siano fra loro proporzionali sono sempre distinti 
Se A e un qualsiasi polinomio reale omogeneo di secondo grado senza zeri reali 
ogni polinomio si puo scomporre in una somma del tipo H0) ı A HW +. 
+ APHw + ..., dove gli H{®) sono armonici. I polinomi armoniei omogene 
vengono anche caratterizzati come autosoluzioni di particolari equazioni integrali 


Segue, infine, una caratterizzazione delle funzioni armoniche e iperarmoniche mediant 
proprieta di media. 


@. Oimmino. 
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Henriei, Peter: On certain series expansions involving Whittaker functions and 
Jacobi polynomials. Pacific J. Math. 5, 725—744 (1955). 

Versucht man Lösungen der partiellen Differentialgleichung 

02 u  4u+ldu 4v+10 5 

1 EU “mt 4 V + U „ I 
lurch Trennung der Veränderlichen [lies in (3) y? statt 2°], so kommt man mit 
= x-tiy, 2*=r—iy zu Teillösungen 

MB) far ar) — 2v,2u 2 + 2* — 5 — 

u a N ) — In = ( e (k & 2*) a, Mu, 1 0n (k 2 2*), 


denen P Jacobische Polynome (J. P.), M Whittakersche Funktionen bedeuten; die 


(m») (2, 2*) heißen deshalb Jacobi-Whittakersche Funktionen (J.-W. F.). Gegen- 
tand der Arbeit ist die Entwicklung gewisser im Bereich ® regulärer analytischer 
ösungen F(z, 2*) von (1) nach J.-W.F.; Verf. stellt darüber folgenden allgemeinen 
atz S auf: ® sei der Bizylinder | <r, *| <r (r> 0), F(z, 2*) dort eine solche 


oo 
ak e: 5 n ur 3 
n z und 2* gerade Lösung von (1). Ist dann F(2, 0) = >, a, 22%, so konvergiert 
n= 


00 
ie Reihe I a, Fe» (2, 2*) in ® zu F(z, 2*). [Daß sich so die Entwicklung nach 


n=0 

en J.-W. F. auf Taylors Reihe einer Veränderlichen zurückführen läßt, beruht auf 
iner ein-eindeutigen Zuordnung zwischen den geraden Funktionen F(2, 0) einer 
omplexen Veränderlichen z und obigen F (z, 2*) zweier solcher 2 und 2*.] Aus © ge- 
innt Verf. eine Fülle besonderer, teilweise bekannter Reihen. Eine erste Art davon 
rscheint beim Gebrauche Cartesischer Koordinaten x, y; der trennende Ansatz 
— X (x) Y (y) in (1) left XN= a1 M, „ Gay =) 2 IV. WW aund@rer- 
ibt mit @=o(1+7)/2, Y=o(1—r)j?, wenn keine der Zahlen 2u, 2», 
BR 2v, 1 negativ ganz ist, 


Ele le) 


E35 (u+ 1/2 — &)m rn, [ 2u—-mv+1/2 — PP, —m; 
2a t1)„»@a+2» +itm, °® ?l-ato—m+1j2, 2v 1 | 
; Por (7) ee M a+B,u+4»+ 1/2+m (0). 

n (2) ist eine große Anzahl besonderer Entwicklungen nach J.-W. Funktionen ent- 
alten, so drei Reihen für das Produkt zweier Besselscher Funktionen, nämlich die 
atemansche, eine Neumannsche und eine dritte, nach J. P. allein fortschreitende 
eihe; ferner eine Reihe für eine W. F. und eine solche für das Produkt zweier 
. F., von der Ramanujan einen Sonderfall angegeben hatte. Durch Integration 
on (2) nach r verallgemeinert Verf. eine Formel von Erdelyi für das Integral des 
roduktes M zweier W.F. (Summensatz von W in bezug auf die Parameter). — 
Bedient man sich zweitens elliptischer Koordinaten, so führt der trennende Ansatz 
bei gewissen Sonderwerten der Parameter wieder zu W.F., und für das Produkt 
zweier ergibt (2) einen etwas verwickelten Summensatz. Bei andern Sonderwerten 
zerfällt (1) in zwei hypergeometrische (h.) Differentialgleichungen; aus (2) folgt hier 
eine Erzeugung der J. P. durch das Produkt zweier Funktionen ;F}, und hieraus als 
Sonderfall eine Zerlegungsformel von Bailey für eine Appellsche h. F. zweier Ver- 
änderlicher. L. Koschmieder. 

Hoop, A. T. de: On integrals oceurring in the variational formulation of diffrac- 
tion problems. Nederl. Akad. Wet., Proc., Ser. B. 58, 325—330 (1955). 

Über die Potenzreihen der Besselfunktions-Produkte werden Potenzreihen ab- 
geleitet für die in der Beugungstheorie auftretenden Integrale 


m=o 


v u-2 (u — a2) Jg„(u) I2,(u) du; Re(u+n >12; 
F | 


[ (u — a9)-U2 Ip, (u) Ir, (u) du; Re (u+»)>-—1/2. Walter Franz. 
0 
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Guy, Jean et Jacques Tillieu: Calcul des integrales de la forme Cm 


[ee] 
f, jm (42 — 1)? e=e?diA (m entier). J. Phys. Radium 16, 801—802 (1955). 
+1 


na dr C,(a) 
The author evaluates n am (2 — 112 er = 1)" er. - where m is & 
Sn 
integer and (, (a) = | (12 — 1)U2 ed}. The result C, (a) = — er H'> (ia) 
ae 
Ei a) is the Hankel function of order 1] proved in this note isin R. Courant and 
D. Hilbert, Methods of Mathematical Physies (V.1, p. 479). T. Eweida. 


Herz, Carl S.: Bessel functions of matrix argument. Ann. of Math., II. Ser. 
61, 474—523 (1955). 

Nach dem Vorgange von S. Bochner (dies. Zbl. 47, 350) werden mittels de 
Laplaceschen Transformation mit dem Kern exp— Tr(AZ) =etr(-AZ) di 
hypergeometrischen Funktionen auf Räume mit m x m symmetrischen Matrizen: 
und der Dimension n = 4m (m + 1) verallgemeinert, indem definiert wird: 


A) = te lA), zuıle &r 250 VE Bea pr Zen 
1 i 
— [er -AZ),F, +0 Bi. »ße5 A) (det Ar» dA, 


Tu) 420 
und. „E21 0220 he Do Alderl) 7 = 
1 
N) Ozijr j ee A2),8r, @&. 095 Bo. 0»Ba5 2 ) (dei2) ma 
RZ=X,>0 | 


T'„(6) (det 2-°= [ etr(— AZ) (det A)d-rdA 
A>0 
A —; (A, 5); Zu= (Ns Zis)> USE 15f0r u) bzw. =} für is) = L, aa m, 


mit R(Z) > 0 bzw. A> 0 und zusätzlichen Konvergenzbedingungen. „F} führt auft 
die verallgemeinerten Besselfunktionen Ay (A), die für m—=1 in (a Js ()) 
übergehen. ‚F} und ‚F, enthalten die Gaußschen hypergeometrischen Funktionen, 
die Laguerreschen, Hermiteschen, Jacobischen und Gegenbauerschen Polynome; sie: 
werden ausführlich behandelt. Ferner werden die Eigenschaften der Hankelschen 
Transformation, ihr Zusammenhang mit der Fouriertransformation und gewissen! 
H-Polynomen entwickelt. Mittels der Stieltjes-Transformation werden Funktionen 
der zweiten Art zugeordnet, deren Diskussion auf den Fall der Besselfunktionen: 
beschränkt wird. Vgl. die Dissertation des Verf., Princeton University 1953. 
OÖ: ; 

Ou Tehen-Yang, Vincent: Contribution ä l’&tude des fonetions NT. | 
de deux variables. Ann. sci. Ecole norm. sup., III. Ser. 72, 1—68 (1955). | 

Gegenstand der Untersuchung ist die erste der vier von P. Appell aufgestellten 
hypergeometrischen Funktionen von zwei Variablen: 

%,m-+n)(ß,m)(ß',n) : a 

a am ya mit (6, = 66 -+ 1) (ö+ kN, 
die bei passender Wahl des Integrationsweges durch ein Eulersches Integral 


(2) = cf u+R—» (u — IP en (un) (u— y)P du 

dargestellt und analytisch fortgesetzt werden kann. Analog zum Schwarzschen 
geometrischen Verfahren bei einer Variablen wird die Funktion F, studiert. Als 
Lösung eines Systems partieller Differentialgleichungen 2. Ordnung Bouter F, über 
jeder gewöhnlichen Stelle drei linear unabhängige Zweige. Die Verzweigungsstellei 
von F, sind die Singularitäten der Differentialgleichungen, und dies sind im P?, dem 
projektiv-abgeschlossenen (x, y)-Raum, die analytischen Ebenen x — 0 „a 0 
x=1l,y=1, 2= y sowie die unendlich ferne Ebene. Im ersten Kapitel wird ger 


321 


zeist, daß die Singularitäten auf vier Hermiteschen Hyperkegeln (Im x = 0, 


x r —1 : 3 ; : 
Im y—=0, In——= (0 und Im - ao 0) liegen, die den P? in 14 Gebiete zerlegen, 


nm 


von denen 7 zu einem Fundamentalgebiet 4 vereinigt werden, welches die Rolle der 
oberen Halbebene bei einer Veränderlichen übernimmt. Die Umläufe in dem durch 
die Verzweigungsschnitte geschlitzten Raum, die zur Monodromiegruppe von F, 
sehören, lassen sich sodann auf zwölf elementare Erzeugende zurückführen, die 
jeweils durch einen Aus- und einen Eintritt in A gegeben sind. Auf Grund der Struk- 
tur von A lassen sich eine Reihe von Relationen zwischen den Erzeugenden herleiten. 
Weitere Relationen ergeben sich aus dem Studium der Fuchsschen Differentialglei- 
chung, die man aus dem System partieller Differentialgleichungen erhält, wenn man 
x und y von einem komplexen Parameter t abhängen läßt. Das zweite Kapitel dient 
der Untersuchung des Eulerschen Integrals (2), und zwar werden die Elementar- 
integrale über Doppelschleifen zu je zwei der Singularitäten des Integranden unter- 
sucht und ihre Änderung bei Umläufen der Variablen x und y [weitere Integrale 
werden von A. Erdelyi behandelt, s. dies. Zbl. 41, 394). Das dritte und das vierte 
apitel dienen, dem Schwarzschen Weg folgend, dem Studium des Bildraumes, 
ndem die Werte je dreier Lösungen in einem Punkt des (x, y)-Raumes als projektive 
oordinaten eines zweiten P2-Raumes aufgefaßt werden. Insbesondere wird im 
ierten Kapitel für reelle Exponenten x, ß, y, ö die Struktur des Bildgebietes von A 
nd dessen Kantenwinkel eingehend untersucht. F. Sommer. 


unktionentheorie: 

Bellman, Richard: On perturbation methods involving expansions in terms ofa 
arameter. Quart. appl. Math. 13, 195—200 (1955). 

An einigen Beispielen aus dem Gebiete der algebraischen Gleichungen, linearen 
ntegralgleichungen und nichtlinearen Differentialgleichungen, in denen ein Para- 
meter A auftritt, wird dargelegt, daß man an Stelle einer Potenzreihenentwicklung 
er Lösung nach Potenzen des Parameters eine solche nach passenden Funktionen 
o(4) des Parameters A verwendet. Man erhält damit Lösungen in einem größeren 
Bach. J. Heinhold. 

Biernacki, M.: On a certain lacunary power series. Prace mat. 1, 264—270, 
5 u. engl. Zusammenfassg. 270—271 (1955) [Polnisch ]. 


The author proves that if f(J)=1+.ml!+x!+..., O<a<I, then 
5 1 1 —ı . SI 
lim f(x) [ (108 | log (1og cn | —= 1. The proof is br a the a s 
heorem concerning the power series and of Tehebycheffs inequality holding for 


Pe 
monotonic sequences. J. Gorski. 
Rivlin, T. J.: On sufficient conditions for overconvergence. Proc. Amer. math. 


Soc. 6, 597—602 (1955). 


f [°) ME © ng 
Die Überkonvergenz einer Potenzreihe 3 > > ar > a 
=lr-em-ı — 


m —0, > m, Im |a,/r= 1, lim|a, Hm =r<1, lim (m, — m m > 0) 
wird in Verbindung gebracht mit der Nullstellenverteilung der Polynome Pr(2)- 
Das einfachste Ergebnis lautet: Liegen alle Nullstellen der p,(2) für ein (von k un- 
abhängiges) 6, 0 <ö< 1, in dem von einem Hyperbelast begrenzten Gebiet x > 
its, @-He-yyp>ı (=u+tiy a=35 b=4y1-8), 
$ m 

konvergiert Ss: 
Als Be enduog wird gezeigt, daß für Reihen der obigen Form aus einer geeigneten 
Verteilung. der Nullstellen die Existenz von Folgen 0<®, <2n abgeleitet werden 


kann, für die N a, e'® 2% nicht den Einheitskreis als natürliche Grenze besitzt. 
A. Peyerimhoff. 


21 


a„2” gleichmäßig für k > oo in einer Umgebung von 2= 1. — 


Zentralblatt für Mathematik. 66. 
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Tanaka, Chuji: Note on Dirichlet series XIV. On the singularities of Dirichle: 
series VI. Töhoku math. J., II. Ser. 7, 229—239 (1955). 
(Teil XII, XIII s. dies. Zbl. 56, 294.) Wenn die Dirichletsche Reihe F(s) = 


B5 a,xp(-4,9) (=o+tit, I<S A <:::<A,>%) die Konvergenz: 
n=1 
abszisse 0 hat, heißt ein Punkt ,=it, ein Picardscher Punkt von F(s), went 


F(s) in jedem Halbkreis |s — s,| <&, o> 0, jeden Wert mit höchstens einer Auss 

nahme unendlich oft annimmt. In der Arbeit wird eine hinreichende Bedingung: 

dafür angegeben, daß s—= 0 ein Picardscher Punkt von F(s) ist. Es mögen zwe 

fest, aber beliebig gewählte Zahlenfolgen (x,) mit 0 <x, f oo und (y,) vorgegeber 
y 


sein. Man setze d,„ = R(a,exp (-iyJ)), Ar = b,,„ und bezeichne 


[er] £An < &% 
mit /, eine „verallgemeinerte Umgebung“ von [x,], d.h. das Intervall < [x,] (1—w)) 
(x) (1+w) für 0 <w<1. Mit o, bezeichne man die Anzahl der Vorzeichen 
wechsel von b, , für alle A, aus /,. Man setze.endlich voraus, daß es ein positives 7 
derart gibt, daß, wenn ein Vorzeichenwechsel zwischen b,_,, und Öd,,, vorliegt 
dann A,— 4A, , > pist. Wenn nun für ein« mit 0<x< % die drei Relationen 
log 07; 

= ER 
log & 


oO "k 


gelten: lim —log|4,|=0, lim —_Jog+ logr.)A, | = 4 +; lim 
ko ®k ko 108 Zr ko 


dann ist s—=0 ein Picardscher Punkt. An den längeren Beweis dieses Satzes 
schließen sich verschiedene Korollare und Spezialisierungen an. A. Ostrowskt. 


Mitrovie, Dragisa: Sur les valeurs de certaines integrales definies. Soc. Seii 
natur. Croatica, Period. math.-phys. astron., II. Ser. 10, 259—263 u. kroat. Zuı 
sammenfassg. 263 (1955). 

Let © be a simple closed eurve, Ditsinterior; let h(z) be holomorphiein Du O' 
f(z2) holomorphie, #0, in Du except for essential singularities at a,€ D) 


v=1,2,...,%); let the Laurent expansion of f’(e)/fe) about z=a, be 
< ae 1 ghle)fle)de 1 e 
a: Bu,» @—- 4) *; lt =, a ea: er h’ (2) log f (z) de: 


By contour integration the author proves: 


k k © n 
Theorem I: J, = > Bı,, h(a,) + >> > a2 (an) DH 
v=1in=1 


! 
el! N: 


; k k © 7m 
Theorem 2. J, = BI B,,, {h(R ei) — h(a,)} — > = u ERNTR, 


ei v 


where 2= Re#e D. Theorem 3. When D= 12] u An 


n 
C=|2|= R, we have 


2 27 . k R k_ © , An 
108 (01 = 3, | log|ftRe®la®— I) Bi,vlog-, — 2) DI Bar ,R a) 
0) v=1 £ v=1n= 
Theorem 4. Let ®(z) be holomorphie in D u C except for essential singularities ir 
D, let f(e) + BD) =; 0inD, |d(| <|F@LOnT, td, (Era Dee 
essential singularities of /(2) + ®(2). Then, with the original definitions of f(z) anc 
h(z), we have 


1 ; D(e) pin (q,) PO mn ld) 
len = 2) N (bu) 
Zu log (It Ga) wm 2 2 mon Amel 


The author shows that Jensen’s formula and Rouche’s theorem are corollaries o 
Theorems 3 and 4 respectively. N. A. Bowen. 


Kaufmann, I.: Au sujet de l’ensemble singulier parfait et totalement discontin: 
d’une fonetion analytique uniforme partout continue. Acad. Republ. popul. Romine 
Baza Cerc. sti. Timisoara, Studi Cerc. sti., Ser. I 2, 41—44 u. russ. u. franz. Zu 
sammenfassg. 44 (1955) [Rumänisch]. 
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Mit Z=f(2) wird eine eindeutige analytische Funktion bezeic je über: 
stetig ist, und mit M die Menge ihrer Singularitäten: dabei ist u en Di 
kein Kontinuum [f(2) ist auch auf M stetig]. Weiter bezeichnet Verf. mit © das 
Bild der z-Ebene durch die Funktion f(z) und mit G die Menge der Punkte z aus M 
so daß f(2) auf dem Rand von ( liegt. Es wird bewiesen, daß @ keine Teilstücke an 
M enthält. Man sagt, daß PCM ein Teilstück von M ist, falls Pund M—P 
abgeschlossene Mengen sind. 0. Oonstantinescu 


2 


Strelie, $S.: Über die maximalen Beträge analvtischer Funktione J i 
mat. Nauk 10, Nr. 4 (66), 153--160 (1955) Ber Ve m 
Let A@ =%,+%2+9%2?+--- (+0) be analytie in lz| elewch 
real coefficients, and let M(z) satisfy the following conditions: 1° M (r) > 0 Tor 
e- DE2R r M(r)/M (r) >0 for r>0; and 3° K(e)=2M’(2e)/M (2) is bounded 

nd analyticin | < R(R > 1) and assumes on each eireumference |z| = r a positive 
value in only one point. It is shown that, under these conditions, there exists an 
infinite set of essentially distinet functions, analytic in lz| < 1 whose maximum mo- 
dulus functions all coineide with M (r). The author uses the lemma that, if, on the 
circle | =r, the function 2 f’(2)/f(2) takes a (real) positive value at only one 
point L£, |{|=[r, then at that point (and only at that point) can the function |f(z)| 
achieve its maximum value on |2|=r. As a counterexample to a conjeeture of 
Valiron thät M’(r) should be continuous if f(z) is entire, the author constructs an 
entire function for which the corresponding maximum modulus function has different 
left and right hand derivatives. A. J. Lohwater. 


Kahramaner, S.: Sur les fonctions analytiques qui prennent la möme valeur 
ou des valeurs donn6es en deux points donnes (ou en n points donnes). Revue Fac. 
Sci. Univ. Istanbul, Ser. A 20, 49—79 (1955). 

The author studies the problem of maximizing |f’’(0)| in the class of functions 
f(2) analytie in || < 1 which satisfy the conditions of Schwarz’ lemma and which 


take the same value at n given points. She then proceeds to the minimizing of the 
1 2x 


: 1 7 - : 
integral — ji} [ If’ (@)|®rdrd® in the class of functions taking preseribed values at 
006 


n given points, and determines the functions for which the minimum is achieved. 
A. .J. Lohwater. 

Hällström, Gunnar af: Zur Berechnung der Bodenordnung oder Bodenhyper- 
ordnung eindeutiger Funktionen. Ann. Acad. Sei. Fennicae, Ser A 1193, 16 S. (1955). 

Let E be a closed set of capacity zero and B its complement with respect to 
the whole z-plane. H. Selberg (this Zbl. 17, 260) proved that there exists a function 
g(z) such that g(z) is harmonie in B— (%),; 9@ =In|2 — 2,| + reg. harm. funct. in 
a neighborhood of 2,€ B and the boundary value of g(z) at every point of His +0. 
Such a function g(z) is called a Selberg function. If E consists of a single point, g(2) 
is uniquely determined except for an additive constant. But the same situation does 
not hold if E contains at least two points. Now, suppose that f(2) is a single-valued 
meromorphie function in B. To extend Nevanlinna’s theory of meromorphie 
functions to the case of general domains, the author introduced the characteristic 
function T (A) of f(z) with the aid of the level curve: g(2) = } (instead of |2| = r) and 
defined the order of f(x) by s = lim sup In T(A)/A; in the case a — ©, the hyper- 
order of f(z) by S = lim sup In In 7 (A)/A (this Zbl. 24, 331). The order (hyperorder) 
depends upon the choice of g(). To obtain a fixed concept of order, the author 
introduced the basic order (Bodenordnung) s,, the basic hyperorder (Boden- 
hyperordnung) S, by the definition: s, — inf s, S,= inf S respectively, considering 
the sets of values of s and S which are obtained for various Selberg functions g (2) 
fat Hällström, Ein eindeutiger Ordnungsbegriff bei Funktionen mit nullberan- 
detem Existenzgebiet, Proc. internat. Math. Congr. Math. 1954, Amsterdam 2, 117 
21* 
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(1954)]. In the present paper, the author first proves a lemma on the potential- 
representation of an arbitrary Selberg function g (2). Then follows three examples tcı 
explain the concepts of basie order and basic hyperorder. Through these examples, 
the author discusses whether the basic order (hyperorder) is attained by a certain g (2) 
or not. In these three examples, E consists, first, of n points, secondly, of a sequence 
of points tending to infinity and thirdly of a generalized Cantor set. Furthermore, 
the author gives a new proof for a criterion of Nevanlinna which decides whether 
a Cantor set is of capacity zero or not. K. Noshiro. 

Ohtsuka, Makoto: On exceptional values of a meromorphie function. Nagoy& 
math. J. 9, 119—121 (1955). 

As an extension of a theorem of Tsuji [Proc. Imp. Acad. Tokyo 19, 60—6£& 
(1943)], the author proves the following: Let D be an open set in the z-plane, (its 
boundary, ECC a set of inner harmonic measure zero with respect to D, 2, a point 


of E in the elosure of © — E, and f(z) a single-valued meromorphie function in D. 
Ss 
2, except for a set of (outer) logarithmic capacity zero, where sa) is the cluster set 
C—E) 


Then every value of S = is assumed by f(z) in any neighbourhood of 


of f(e) at 2, in the usual sense and 8 is the boundary cluster set of f(2) at 2, 
along © — E which is defined by the limit of the closure of the union U Ss ‚ for 


al ?€E(C—E),, as r>0, (C—E), being the part of C—-E in k-2| <r: 
K. Noshiro. 

Ohtsuka, Makoto: On asymptotic values of functions analytic ina cirele. Trans; 
Amer. math. Soc. 78, 294—304 (1955). 

Es werden Relationen zwischen folgenden Mengen hergeleitet, die das Verhalten: 
einer analytischen Funktion in einem Randpunkt 2, ihres Definitionsgebietes charak-. 
terisieren: der Häufungsmenge (cluster set) S,, des Wertbereichs (range of values) 
R,, der Zielwertmenge /', und gewisser im Anschluß an ähnliche Begriffsbildungen 
von Carath&odory neu eingeführter „boundary cluster sets“ ST, und S/,. De 
Funktion f(z) ist (außer in Satz 4) im Kreise U: |z| < 1 holomorph vorausgesetzt. 
wobei als Funktionswerte Punkte einer abstrakten Riemannschen Fläche R zuge- 
lassen sind, deren Rand 9 (sofern N offen ist) in ziemlich allgemeiner Weise durch 
Filter definiert ist. Mit den Bezeichnungen CO =: | = 1}, U, = ße U: —,|<r} 
&E0O, Ami: argz=argo, !k-H<nN ist = N Fon, T= 

*> 


N fl, u = N FU, PPERU Sn heißt Zielwert von f(2) im Punkte 2 
r>0 r>0 


> 
(also Po€I,), wenn f(z) auf einem gegen 2, strebenden Weg gegen P, strebt. 
ST, und SI‘, lassen sich am einfachsten so definieren: P,€ S T, bzw. Po € 8SI2.- 
wenn zu jeder Umgebung U (CR U x) von Po die Menge REC:T, AU +) 
bzw. (2 e0: I, nU= 10) vom inneren linearen Maß 0 ist. Hauptsätze: 
1. Aus PEeS,„—ST,—R, und der Existenz eines gegen P, strebenden 
Weges in AS, folgt, daß entweder Po€ I; gilt, oder eine gegen 2, stre- 
bende Folge {2,} CC existiert mit Pue€T,,. 2. Dasselbe folgt aus P,ES T,—R, 
unter gewissen (für eine Wiedergabe zu komplizierten) Bedingungen. 3. Unter 
den Voraussetzungen von 1. ist Rn (S,—S Ts öffen ATi fon 
meromorph und beschränktartig, und gilt w ER, weS,— R,— ST, 20 
w, radialer Grenzwert in 2, oder einer gegen 2, strebenden Punktfolge. Ferner sind 
gewisse Analoga zu 1. und 2. mit ST, statt ST,. Aus den Sätzen 1., 2., 3. folgen 
einige Korollare, darunter zwei bekannte Sätze von Lohwater und Calderon- 
Domingues-Zygmund. Am Schluß wird noch die Notwendigkeit der Voraus- 
setzungen der Sätze 1. und 2. an Hand von Beispielen geprüft. P. Seibert. 
Tsuji, Masatsugu: Borel’s direction of a meromorphie function in a unit eirele. 
J. math. Soc. Japan 7, 290—311 (1955). 
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Etant donnee une fonction f(2) meromorphe d’ordre fini o>0 dans |< 1, 
il existe un point 2, sur |2| = 1 et une demi-droite J issue de 2, et dirig6e vers l’in- 
terieur de |2| = 1 ou tangente ä ce cercle, satisfaisant ä la propriete suivante: si 
9(2) est une fonction m&romorphe d’ordre <odans || < 1, les zeros 2, de f—g 
situes dans un angle quelconque de sommet 2, et contenant J, satisfont & 
> (1—- |„|)e+!=°= 00, avec deux exceptions possibles pour g(2). Ce r6sultat, qui 
est analogue & celui obtenu par Biernacki pour les fonctions meromorphes dans 
|< ©, est etabli par I’A. en utilisant la theorie de Shimizu-Ahlfors. L’A. 
precise son theoreme (comme Rauch avait precise celui de Biernacki) pour les 
fonctions f(z2) appartenant a la classe de divergence. — L’A. etudie ensuite les fonc- 
tions f(z) meromorphes dans |2| < 1 et telles que lim Tr, flog (1—r) =. 
En ne considerant que les fonctions g(2) telles que T(r,g) =O(1), iletablit encore 
Pexistence de 2, et J, la propriete pour les zeros 2, etant maintenant 

lim N (r)/log (1— rn) = o. 

— L’A. etudie enfin les fonctions f(z) telles que lim 7 (r, f)} = ©, les fonctions g (2) 
etant remplacees par des constantes. J. Dufresnoy. 

Hiong, King-Lai: Nouvelle d&monstration et ame&lioration d’une inegalit6 de 
M. Milloux. Bull. Sci. math., II. Ser. 79, 135—160 (1955). 

Let |z|< r lie inside a region D in which f (2) is meromorphic, &, (2) le) 


— 


I 
are holomorphie, and let f,= X x,f'”. Milloux (Les fonctions meromorphes 
0 


et leurs derivees, ce Zbl. 26, 316) proved 

Tr, <a) NN + NW IN + Ne U D) HS, 
and showed that 1/fand 1/(f, — 1) can be replaced by 1/(f — a) and 1/(h,—b) (b+0), 
when a, (2) = 0. Hiong uses Nevanlinna methods to show that +1 may be 
replaced by unity, and N; (r, f) — M (r,o) may be subtracted from the right-hand 
sides of these inequalities, where 0 <r <o, M(r,o) = 2 log* M(r,o,) + 


E85) log} (r, &(®) + = logt log+ M (0, &,), N (= 2N (r,) — N (r, f”). Similar 
D 


methods enable the author to obtain an upper bound for {1—o(1)} T (r, f) in the 
case in which f(2), a,@) (p=I,1,.. ? 2% Sr er the whole plane, 
j == en a RA 
with &,(2) $ 0, ©, and T(r, «&,) LE lo ) see la 
Hiong, King-Lai: Un th&oreme d’unieitö relatif A la th6orie des fonctions me6- 
romorphes. ©. r. Acad. Sci., Paris 241, 1691—1693 (1955). 
For a function f(z2) meromorphie in l2| < co, the author announces an in- 


— il q 1 
equality of the form Tr, <N tr »+ga N) u DN(r En = 


[e - 1) alurz) N(r ee) +5, (2), where the symbols used retain their 


usual meaning in the Nevanlinna theory. This inequality is then applied to the 
question of uniqueness of a meromorphiec function without zeros. It is asserted, for 
example, that if a, (m=1,...,P) and db, n=1,...,9) are two sets of distinet 
non-zero numbers and that if f(0) #0,%, a„; FON 
f%+D #0, then, for r<o: 


En 1 D N 1 
DT D<ENED+a+ Dar) + IN (nr) 
2 1 1 1 1 
nn 2 N(r j® se) Ge N(r, \ = (q NE: 1) Nr =) +N( er + 5 (r, N. 
[Note: A list of misprints has been published by the author in the same O.r. 


956); the changes suggested are, however, meaningless.] 
7 ; ; = A. J. Lohwater. 
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Springer, George: Extreme Punkte der konvexen Hülle schlichter Funktionen 
Math. Ann. 129, 230—232 (1955). 

Es bedeute @ das Gebiet || > 1, F die Klasse der meromorphen Funktioner 
in @ von der Form 


N oe a 
und S die Teilmenge der schlichten Funktionen in G@ mit der Entwicklung 
= fa =z+ ala + af + - 


Man betrachte die konvexe Hülle [S] von S, wobei F als der komplexe Grundraum 
angenommen wird, und frage nach denjenigen Elementen von S, die zugleich extremu 
Elemente von [5] sind. Es wird gezeigt: Hat das Komplement des Bildgebiete: 
von @ in bezug auf die Abbildung fe S den Flächeninhalt Null, dann ist f ei 
extremes Element von [S], d.h. es liegt [im Sinne der Relation (1—-A)g-+AH 
geS, heS,0 <A<1] nicht zwischen zwei Elementen von [S]. Da es Abbildun 
gen fe S gibt, deren Bildbereiche dicht in der w-Ebene liegen und positiven Inhall] 
haben, so bleibt die Frage nach der vollständigen Charakterisierung der extremen: 
Elemente von [5] noch offen. A. Dinghas. 

Nehari, Zeev: Univalent functions and linear differential equations. Lectures 
on Functions of a complex Variable 49—60 (1955). 

Auf derselben Grundlage wie in zwei anderen Noten des Verf. werden Schlicht! 
heitskriterien gewonnen (vgl. dies. Zbl. 35, 51; 57, 311). Einmal wird die Bildung 
der „Greenschen Transformierten“ an einer allgemeineren Differentialgleichung; 
ausgeführt als früher, deren Lösungen jedoch dieselben Nullstellen besitzen. Eir 
zweiter Ansatz benutzt die der Differentialgleichung zugeordnete Integralgleichung: 
wenn zwei Nullstellen vorgeschrieben sind, wobei wiederum die spezielle oder die 
allgemeine Differentialgleichung als Ausgangspunkt dienen kann. Das erste Verfahren 
liefert als hinreichend für Schlichtheit von f(2) in g|<1: es gibt ein reelles y miı 
yI<n/2, so daß Ne(er & + 22 {f(a), 2}))>0 in kl<1ı1 ({fi),2} Schwarz: 
sche Ableitung); 5 ist die bestmögliche Konstante. Beim zweiten Weg ergibt sich 
z. B. als hinreichend für Schlichtheit: i fe), | ldz2| <y. Beide Verfahren 

2|=1 
geben auch Abschätzungen für die Höchstzahl der Stellen auf k|=r<1, m 
denen ein bestimmter Wert angenommen wird. H.Grunsky. 

Umezawa, Toshio: On the theory of univalent functions. Töhoku math. J. 
Il7Ser. 7,.212-9238 (1955). 

The object of this paper is to give some suffieient conditions that a function I, 
regular or meromorphic in a given region is univalent or multivalent in the region! 
For this purpose, the author uses the convexity of the image curves efficiently. His 
method is based on the following lemma: Let w — /(2) be regular in a simply con- 
nected closed region D, whose frontier T', consists of a regular curve. Suppose that 


MOB [ darg df(2) > —n for every are C, of T, and [ dargadf(e) 
c ‚2. 


= 2n, orif fa arg df(2) < 3 foreveryarc C, of IT, then f(2) is univalent in D,. 


The following two theorems are fundamental: Theorem 1. Let w= (2) be regular 
‚nra closed region D, whose frontier TI‘, is a simple closed regular curve and 
Ff+0mT, Letz,(=1,32,.. .) be the roots of the equation darg de) = 


Olli Max f dargdf(e2) <3n, zEel, or if [ darg df(@)=?2n and 
Tz 


WI 2 
2 
Min [ darg df(2) > —n, then f(z) is univalent in D,. Theorem 2. Let f(z) be 
1,7 j 


regular and f’ (2) ai 0 ina closed convex region D whose frontier L is a regular curve. 
Further, let 2,3=1,2,..., be the roots of the equation darg df(2)/d arg dz = ( 
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on L If Re“ fe) > 0 (x: a real constant) for all z,, then f(2) is univalentin D. — 
This is an extension of a result of Wolff (this Zbl. 8, 363) and the reviewer (this 
Zbl. 10, 263). Furthermore, the author applies his method to the case of mero- 
morphic functions in multiply connected regions. K. Noshiro. 

Korickij, G. V.: Über die Niveaulinien und ihre orthogonalen Trajektorien bei 
konformen Abbildungen. Mat. Sbornik, n. Ser. 37 (79), 103—116 (1955) [Russisch]. 
| For certain classes of analytic functions, schlicht in |2| < 1, the upper and 
lower bounds of the variation of the level curves 


R,—Be|1+ | kfal, En =Im [er ze] ol, 


are determined. The classes include the functions 


n 


PrRr&$=/[ I Um) md, P=2,3....), 


0 .m=1 
where ke” m, and where u, (m = waren) satisties 
n >) I 
De ne sn en), 
1 pP 4] p 


together with certain other classes which can be reduced to this first class. 
A. J. Lohwater. 
Waadeland, Haakon: Über k-fach symmetrische, sternförmige schlichte Ab- 
bildungen des Einheitskreises. Math. Scandinav. 3, 150—154 (1955). 


Die k-fach symmetrische Funktion 9g,@)=2-+ 53 En Et 9x(z en — 
n=2 
erilk.g,(z), sei in || <1 schlicht und sternförmig. Aus R (2 93 ()/9,(2)) > 0 
N 
wird die Koeffizientenabschätzung |a'%,ı| < Pt (1 _ ) abgeleitet. Die Ab- 
=1 
schätzung ist scharf, wie die Funktion De z/(1 — 2#)2/k zeigt. H. Wittich. 

Suvorov, 6. D.: On the prime ends of a sequence of plane regions converging 
to a nucleus. Amer. math. Soc., Translat., Ser. II 1, 67—93 (1955). 

Englische Übersetzung der in dies. Zbl. 50, 305 besprochenen Arbeit. 

Paatero, V.: Über die Randdrehung der mehrblättrigen einfach zusammen- 
hängenden Gebiete. Ann. Acad. Sci. Fennicae, Ser. A I 194, 7 S. (1955). 

An seine frühere Abhandlung über Randdrehung (dies. Zbl. 1, 143; vgl. auch 
dies. Zbl. 48, 58) anschließend, beweist Verf., daß dieser Begriff auch in dem all- 
gemeineren Fall, daß das betreffende Gebiet ein einfach zusammenhängendes Rie- 
fnannsches Flächenstück mit endlich vielen inneren Verzweigungspunkten ist, auf 
zweierlei Art erklärt werden kann. Y. Komatu. 

Nevanlinna, R.: Polygonal representation of Riemann surfaces. Lectures on 
Functions of a complex Variable 65 —70 (1955). 

Werden zwei von einem Punkt P ausgehende analytische Bogen PQ, und PQ, 
am Rande eines einfach zusammenhängenden Gebietes durch eine analytische Vor- 
schrift identifiziert, so entsteht eine Riemannsche Mannigfaltigkeit N, die sich 
umkehrbar eindeutig konform auf einen Kreisring 1< o|<os © abbilden 
läßt, wobei |o|= 1 dem Bogen Q,Q@, entspreche, \o|=.o dem Punkt P. Ist 
e< 0, so heißt R byperbolisch, bei 0 = © parabolisch. Durch Überlegungen aus 
dem Ideenkreis der Grötzsch-Ahlforsschen Verzerrungssätze werden Kriterien für 
das Eintreten des einen oder anderen Falles gewonnen. H. Grunsky. 


Nevanlinna, Rolf: Countability of a Riemann surface. Lectures on Functions 


of a complex Variable 61—64 (1955). 

Beweis des Abzählbarkeitsaxioms für eine Riemannsche Fläche durch Angabe 
einer abzählbaren, überall dichten Punktmenge auf der durch potentialtheoretische 
Hilfsmittel metrisierten Fläche. Vgl. Verf., dies. Zbl. 53, 50. H. Grunsky. 
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Ahlfors, L. V.: Remarks on Riemann surfaces. Lectures on Functions of aı 
complex Variable 45—48 (1955). 
Heuristische Bemerkungen zu einer Verallgemeinerung des klassischen Pro- 
blems, auf einer geschlossenen Riemannschen Fläche zu vorgegebenen Singularitätenı 
eine harmonische Funktion zu bestimmen. Statt der in den Singularitäten punk-- 
tierten Fläche wird eine beliebige offene Fläche R genommen, in einer Teilmenge: 
mit kompaktem Komplement (einer Umgebung des idealen Randes) ist eine lokall 
harmonische Funktion s gegeben. Gesucht ist eine auf R überall harmonische: 
Funktion u, so daß u— s eine gewisse Regularitätsbedingung (die verschieden 
gewählt werden kann) erfüllt. H. Grunsky. 
Pfluger, Albert: Extremallängen und Kapazität. Commentarii math. Helvet.. 
29, 120—131 (1955). 
Sei o(2) eine stetige reelle nicht-negative Funktion in der Ebene und A(o) =: 
INN 0%(z2) dx dy. Die Extremallänge Ay einer Kurvenmenge M wird definiert durch ı 
An !=infA(e), unter der Bedingung A o |d2| > 1 für jede Kurve ueM. (Das; 
Q 7 


ist eine leichte Modifikation der Definition von Ahlfors und Beurling.) Es wird| 
die Kapazität einer Punktmenge E mit der Extremallänge einer Wegemenge J=.J(E)ı 
in Verbindung gebracht, wobei jeder Weg j€.J eine feste Jordankurve 7, mit: 
E verbindet. Insbesondere wird folgender Hauptsatz aufgestellt: Liegt E auf der: 
Kreisperipherie || = 1 und /,in !z2| < 1/3, und wird J auf |2|< 1 beschränkt, 
so gibt es zwei nur von /„ abhängige Konstanten kund K sodaß 2y+k< 2r/yımı 
<2y+K,wo y= — InCap E (Cap = äußere Kapazität) die Robinsche Konstante: 
der Menge E ist. Nach einer Mitteilung des Verf. muß aber dabei die Definition der: 
Extremallänge Ay, so abgeändert werden: Sämtliche Konkurrenzfunktionen o» 
müssen nur in der offenen Kreisscheibe |2| < 1 definiert werden und stetig sein,, 
und A(o) soll als uneigentliches Integral aufgefaßt werden. Erst mit dieser Vor-: 
schrift ist der Beweis einwandfrei. [Vgl. die Konstruktionen auf S. 125: o darf! 
nirgends unendlich werden; f(e'%) ist i. a. nicht stetig, jedoch nach unten halbstetig;; 
die Randmenge O mit f(e?) > ö ist also wieder offen.] Als Anwendungen dieses: 
Hauptsatzes werden neben einem Satz von Dufresnoy folgende zwei Sätze bewiesen. 
(a) Sei w(z) in |2| < 1 meromorph und bezeichne S(t) = Ale: Ey dx dyı 
den sphärischen Flächeninhalt der über |w| < t gelegenen Stücke der Überlagerungs-: 
fläche; ist O<S(l) <coo und S() =o(f!im 1/t) für t— 0, dann ist die Menge 
der Punkte auf der Peripherie |z| = 1, in denen w(z) den asymptotischen Wert 
Null hat, von der äußeren Kapazität Null. (b) Bei einer quasikonformen Abbildung 
(d. h. von beschränkter Dilatation) von || < 1 auf |w| <1 wird jede Randmenge 
von der äußeren Kapazität Null wieder auf eine solche abgebildet. (Dasselbe gilt 
also auch für die innere Kapazität.) J. Hersch. 

Hersch, Joseph: Contribution A la th6orie des fonctions pseudo-analytiques. 
Commentarii math. Helvet. 30, 1—19 (1955). 

Das Ziel der Arbeit ist die Erweiterung einer Reihe von klassischen Sätzen der 
Funktionentheorie auf pseudoanalytische Funktionen. Unter einer D-pseudo- 
analytischen Funktion w(p) versteht man nach Pfluger eine innere Abbildung 
(im Sinne von Stoilow) eines Gebietes G@ mit der Eigenschaft, daß jeder Punkt 
p€@G eine Umgebung U(p) besitzt derart, daß der Modul eines beliebigen Vierecks 
QCU(p) sich vom Modul seines Bildes w(Q) höchstens um den Faktor D unter- 
scheidet. Ist die Abbildung w(p) überdies topologisch, so heißt sie D-pseudokonform. 
Jede D-pseudoanalytische Funktion (D-p. a. F.) läßt sich aufspalten in eine analyti- 
sche Funktion und eine D-pseudokonforme Abbildung (D-p.k. A.), eine Eigenschaft, 
die von beweistechnischer Bedeutung ist. Es wird gezeigt, daß auch im Großen der 
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Modul eines Vierecks (oder Ringgebietes) sich durch eine D-p. k. A. höchstens um 
den Faktor D ändert. Sodann wird eine exakte Abschätzung der Variation des 
harmonischen Maßes eines Jordanschen Gebietes mit einem Randbosen durch p. k 
Abbildungen gebracht, die in ähnlicher Form schon an anderer Stelle (dies. Zbl. 49, 
63) mitgeteilt worden war. Aus dieser folgt eine Verallgemeinerung-des Nevanlinna- 
schen Prinzips des harmonischen Maßes. Ebenso werden die Variation des hyperboli- 
schen Maßes und der Greenschen Funktion abgeschätzt und daraus Erweiterungen 
des Schwarzschen Lemmas und des Satzes von Schottky auf p. a. Funktionen ge- 
| wonnen. Einige Spezialfälle des Schottkyschen Satzes werden genauer betrachtet 
und dabei Ergebnisse von Hayman und Robinson verallgemeinert. Weiter werden 
die Jensensche Ungleichung und der Satz von Blaschke übertragen, ebenso wie 
eine vom Verf. früher [C. r. Acad. Sci. Paris 237, 641—643 (1953)] angegebene For- 
mulierung des Phragmen-Lindelöfschen Prinzips für ein beliebiges Jordansches 
Gebiet (nebst Spezialisierung auf den Fall eines Winkelraumes). In allen diesen 
Sätzen spielt eine vom Verf. an anderer Stelle [Commentarii math. Helvet. 29, 301— 
337 (1955)] im Anschluß an Teichmüller eingeführte Funktion » (r) (der Modul 
eines speziellen zweifach-zusammenhängenden Gebietes) eine wesentliche Rolle. — 
Verf. bezeichnet als ‚„‚numerische Familie von Kurven“ in einem Gebiet @ eine Vor- 
schrift, die jeder Kurve cC@ eine reelle Zahl C(c) > 0 zuordnet. Sei o eine nicht- 


negative reelle Funktion in @ und (,(c), = f a [f® dr (J; [ sind die 
e 6 z 


unteren und oberen Integrale von Darboux). Dann ist der Modul von € definiert 
durch M (C) =inf, A,, das Infimum genommen über alle Funktionen o mitr0, >. 
Treten als Werte von ((c) nur O und 1 auf, so ist M (C) der reziproke Wert der Extre- 
mallänge von {c:C(c) = 1}. Satz: Durch eine D-quasikonforme Abbildung (d.h. 
Dilatationsquotient < _D) ändert sich M (©) höchstens um einen Faktor D. Korollar: 
Jede D-p. k. A. mit stetigen partiellen Ableitungen ist D-quasikonform und umge- 
kehrt. Eine obere Abschätzung der Änderung von M(C) wird auch für D-p.a. 
Funktionen mit stetigen Ableitungen gegeben, desgleichen für topologische Ab- 
bildungen mit stetigen Ableitungen (bei denen der Dilatationsquotient nicht be- 
schränkt zu sein braucht). Für solche Abbildungen wird schließlich auch eine Ver- 
allgemeinerung des Schwarzschen Lemmas hergeleitet. P. Seibert. 


Roseulet, Marcel N.: Functions of a hypercomplex variable in the n-dimensional 
space. Acad. Republ. popul. Roumaine, Revue math. phys. 2, 124—132 (1955). 

Verf. erweitert seine vorhergehende Arbeit [Acad. Republ. popul. Romane, Bul. 
sti., Ser. Sti. mat. fiz. 1, 523 (1949)] auf hyperkomplexe Systeme mit der Basis 15 
d,02,..., 9%”1, wo d Nullstelle eines reellen Polynoms vom Grade n ist. Es werden 
Norm und Inverses eines Elementes definiert. Als Regularitätsbedingungen 
werden diejenigen von Fedorov [Mat. Sbornik 18, 353—378 (1946)] verwendet. 
Es folgt die Berechnung des Cauchyschen Integrals, eine Verallgemeinerung der 
Greenschen Formel und die Bestimmung der charakteristischen Mannigfaltigkeiten 
der Algebra. E. Trost. 


Falgas, Maurice: L’effeetivit6 d’une suite de Cannon ä plusieurs variables com- 
plexes sur un domaine ou une region cereles bornes. C. r. Acad. Sci., Paris 240, 
2366-2368 (1955). 

Die Note behandelt eigentliche beschränkte Reinhardtsche Körper K, die als 
Konvergenzgebiet einer Potenzreihe in k komplexen Veränderlichen 27, . . -, 2, auf- 
treten. Diese Körper werden durch die Funktion 


lt. RK) Sup Baar, In r,) mit 
(a ZE)ER. 


„te t+n=lb weor2ay,0 und „= a, j=4b..»% 
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charakterisiert. Eine Folge P von Polynomen p,, (2; - - -» 2) heißt eine Polynombasis, , 
wenn man jedes Polynom p(2,. - -,2,) eindeutig durch eine endliche Linearkombi-- 
nation von Polynomen p,, darstellen kann. Der Verf. konstruiert zu P eine reelle: 
Funktion A(v,, .. .,v,; K). Durch Beziehungen zwischen A und & werden notwendige: 
und hinreichende Bedingungen dafür angegeben, daß sich in X bzw. K holomorphe 
Funktionen fin K bzw. K oder in einer Umgebung des Nullpunktes 0€ K in eine) 
Reihe N A, Pn (2: - 2) entwickeln lassen. Die Koeffizienten von 2 werden 
dabei durch Umordnen der Potenzreihe von f erhalten. H. Grauert. 

Hua, Loo-Keng: On non-continuable domain with constant curvature. Sci., 
Sinica 4, 27—32 (1955). 

Es sei D ein beschränktes Gebiet des n-dimensionalen komplexen Zahlenraumes ı 
C", L? der Hilbertraum der in D holomorphen, quadratintegrierbaren Funktionen 
und A die Bergmannsche Metrik in D. Ferner gebe es eine Funktion fe Z?, die in 
jedem Randpunkt von D singulär wird. Der.Verf. zeigt: Hat D in bezug auf A 


n 
konstante unitäre Krümmung, so ist D zu einer Hyperkugel N |,|?<1 analy- 
vl! 


tisch äquivalent. Der Beweis dieses Satzes stützt sich auf ein Resultat von S. Boch- 
ner, eine früher vom Verf. hergeleitete Aussage und wird im übrigen vermöge 
einer sehr subtilen Rechnung durchgeführt. H. Grauert. 

Rosati, Mario: Uno sguardo alle funzioni abeliane. Archimede 7, 237 —245 
(1955). 


Modulfunktionen. Fast periodische Funktionen: 


Klingen, Helmut: Diskontinuierliche Gruppen in symmetrischen Räumen. II. 
Math. Ann. 130, 137—146 (1955). 

(Teil I s. dies. Zbl. 65, 71.) Unter Anwendung der Reduktionstheorie der quadra- 
tischen Formen konstruiert Verf. spezielle Fundamentalbereiche für zahlentheore- 
tisch definierte diskontinuierliche Untergruppen in den Cartanschen Räumen 9,, 
©, X,. Definition der Gruppen und Eigenschaften ihrer Fundamentalbereiche sind 
analog zu denjenigen, die ©.L. Siegel für ©, angegeben hat [Amer. J. Math. 65, 
1—86 (1943)]. Verf. führt die Untersuchungen möglichst einheitlich in 9,, &,, U, 
durch. H. Braun. 

Bochner, S. and R. €. Gunning: Existence of funetionnally independent auto- 
morphie funetions. Proc. nat. Acad. Sci. USA 41, 746-752 (1955). 

Die Existenz von mindestens n unabhängigen meromorphen automorphen Funk- 
tionen in n komplexen Dimensionen wurde bisher im klassischen Fall der mehrfach 
periodischen Funktionen, im Fall der Siegelschen Modulgruppe und in den übrigen 
behandelten Fällen diskontinuierlicher Gruppen getrennt bewiesen. Um alle Fälle 
zusammenzufassen, beweisen Verff. das Theorem: Ist eine komplexe analytische 
Mannigfaltigkeit D von n komplexen Dimensionen und eine abzählbare Gruppe J/’ana- 
Iytischer Automorphismen von D gegeben, so existieren dazu mindestens n unab- 
hängige automorphe Funktionen, wenn (D,T') ein komplettes System von Auto- 
morphie-Faktoren (factors of automorphy) zuläßt. — Für die bekannten Fälle wird 
dann nachgewiesen, daß ein solches System, das übrigens bei den früheren Beweisen 
benutzt wurde, existiert. Dabei wird [vgl. S. Bochner, dies. Zbl. 38, 237; R.C.Gun- 
ning, dies. Zbl. 65,316] einfür2 = (2, 2... ., 2,)€ D, TEI’ erklärtes System mero- 
morpher Funktionen 77 (2) Automorphie-Faktoren-System (AFS) genannt, wenn 
N7(2)ns (T,)=nsr(2) besteht. Eine abzählbare Folge von AFS {n, ee 
heißt komplett, wenn i) für jedes « eine holomorphe Funktion h, (2) = (0 existiert so, 
daß h,(2) Ne, 7 (2) holomorphe Funktionen sind, ii) für jedes x eine Untergruppe 

«EC I’ existiert mit u r=1 für TET, und so, daß für ein Repräsentanten- 
system A, der rechten Nebenklassen von 7’, bez. /’die Reihe 5 hl) nr()= 8 
TeAx : 
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in jedem kompakten Teilgebiet von D absolut gleichmäßig konvergiert, ferner 
2 = ( ist, iii) für eine feste abzählbare Vereinigung M abgeschlossener Teilgebiete 
pe2 D, welche höchstens die topologische Dimension 2rn — 1 haben, für jedes 
ze D— M jede Funktion n„,r(2) in einer Umgebung von 2° holomorph und die 
menge, (2: Nx,T (2) —7@), TE, &=1,2,...; in einer Umgebung 
von 2 nulldimensional ist. — Der Beweis des Theorems beruht auf einer Idee von 
C.L. Siegel (dies. Zbl. 21, 203); man bildet zu ,(@)= NY rnzr(2) die Funktion 
TeAs ; 

| [E— 9x (2) Na,r(2)]" in einer komplexen Variablen Ö und leitet einen Wider- 
spruch zu iü) ab. H. Braun. 


Siegel, Carl Ludwig: Zur Theorie der Modulfunktionen n-ten Grades. Commun. 
pure appl. Math. 8, 677—681 (1955). 

Ein Fundamentalbereich 5% der symplektischen Modulgruppe ]' n-ten Grades 
hat folgende Gestalt: si Z=X-+iY die Variable, so ist der absolute Betrag 


der Determinante |0Z+D|>1 für jede Substitution © Del die Koeffi- 


zienten %;, von X liegen zwischen + 3, und Y ist die Matrix einer reduzierten nicht 
negativen quadratischen Form. % hat eine Spitze, die durch %,, > ©© gekenn- 


zeichnet werden kann. Im Falle n = 2 wird jede reduzierte nicht negative Form 
. 10 
Y durch die „Kantenformen“ Q, = ( 01 ) oe & a DV in 2) der nach 


Minkowski ‚reduzierten Pyramide“ in der Gestalt 

(1) Y=-nA+m9%+%% mit meh 

dargestellt. An Stelle der variablen Koeffizienten der Matrix Z führt man jetzt neue 
Variable w, durch Z= wQ, + wQ, + wWQ, ein. ‚Jetzt werden alle Modulformen 
und Modulfunktionen Potenzreihen mit nicht negativen Exponenten in den Vari- 
ablen q, = 2rw v=1,2,3). % wird also durch Hinzunahme der 3 Mannig- 
faltigkeiten = 0 kompaktifiziert. Ist n > 2, so hat die reduzierte Pyramide 
mehr Kanten als ihre Dimension beträgt. Jetzt zerschneidet man die reduzierte 
Pyramide in eine Anzahl simplizialer Pyramiden der Gestalt (1), für die man dann 
analog dem Falle n = 2 verfahren kann. M. Eichler. 


Walfisz (Val’fis), A. Z.: Über die Koeffizientensummen gewisser Modulformen. 
Soobsdenija Akad. Nauk Gruzinskoj SSR 16, 417—423 (1955) [Russisch]. 

Let k bea positive realnumber and N a positive integer. Suppose F is a modular 
form of dimension — k, Stufe N, and prescribed set of multipliers which is regular 
throughout the upper half-plane, vanishes at all the cusps of the fundamental region, 


and is not identically zero. Let the Fourier series of F be (HF) = 55 a er 
n=1 
and put C(2)= 5 c,. Rankin (this Zbl. 24, 16) has proved that O2) = 


NnST 
O (x*12-1110) jf k > 2, while Walfisz (this Zbl. 6, 207) hasgiven a lengthy proof that 
C (x) is not o(z#!2=1/*). In the present paper he proves this again and actually some- 
what more by a direct application of the „Q“ part of Landau’s colossal lattice-point 
theorem [Göttinger Nachr. 1924, 137—150 (1924). He remarks that the only 
properties of F required are its regularity in the upper half-plane, the fact that 
(Im r)#2 F(r) is bounded there, the existence of the expansion (*) and of a similar 


one for (-ir)* F(- 1/r), and the fact that F is not identically zero. 
P. T. Bateman. 


| Walfisz (Val’fis), A. Z.: Über die Betragssummen der Koeffizienten gewisser 
Modulformen. Soobstenija Akad. Nauk Gruzinskoj SSR 16, 497—502 (1955) 


[Russisch]. 
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Under the hypotheses of the paper reviewed above let D(x) = =. lc„l. 
It is easy to prove that D(x) = O («*!?+U2),. The author uses the results of the paper 
reviewed above to show that D(x) > A xz#i2+1l4 for Jarge ®, where Aisa positive 
constant depending on the cusp-form F. Under assumption of the Ramanujan 
conjecture that c„= 0 (n#l2=1l2te) for any positive e, he proves that D(x) > 
A z%l2+1/2<e for large x, where A is a positive constant depending on F and e. 
P. T. Bateman. 


Weston, J. D.: Almost periodic functions. Mathematika 2, 128—131 (1955). 

The Bohr compactification of a topological group is established „from the point 
of view of comparative topology‘““. The discussion is not restricted to numerically 
valued (or even vector-valued) functions. E. Folner. 


Hartman, S.: Über die Verteilung der Fastperioden von fastperiodischen Funk- 
tionen auf Gruppen. Studia math. 15, 56—61. (1955). 

Auf einer abelschen Gruppe @ besitze die fastperiodische Funktion f(x) die 
Fourierreihe f(x) = I a,y, (x). Wenn dann s€ @ für beliebig ausgewählte m der 
Charaktere in der Fourierreihe und beliebige ganze Zahlen »,,...,»,, stets die 


Ym 


Bedingung erfüllt: „Aus A()- m) —=1 folgt la) or (a) = Te, 
so treten für alle e> 0 (mit höchstens abzählbar vielen Ausnahmen) die e-Fast- 
perioden in der arithmetischen Progression t-ns (n=1,2,...) mit positiver 
„Häufigkeit“ auf. Letztere hängt von e, nicht von s,t ab. Die erwähnte Bedingung 
kann man auch so formulieren: Für jede Funktion y(x) aus dem durch f(x) erzeugten 
abgeschlossenen invarianten Modul gelte: „Aus y(x+s)=y(x) folgt, daß y(x) 
konstant ist‘“. Dann ist offenbar insbesondere M,„{f(x-+ns)} konstant und gleich 
M,„if(®)}. Hieraus folgt der obige Satz. (In der Abhandlung wird ähnlich, jedoch 
etwas umständlicher geschlossen; die soeben gegebene Formulierung gestattet auch 
eine Übertragung auf den Fall nicht-abelscher Gruppen.) W. Maak. 


Schieferdecker, Eberhard: Die fastperiodischen Funktionen einer Oreschen Halb- 
gruppe. Arch. der Math. 6, 428—438 (1955). 

Eine Halbgruppe H mit beiderseitiger Kürzungsregel heißt Oresche Halbgruppe, 
wenn zua,beH immer b',a€H mit ab’=ba’ existieren. Jede Oresche Halb- 
gruppe läßt sich in eine Gruppe, nämlich in die bis auf Isomorphie eindeutig bestimmte 
Rechtsquotientengruppe O, (H) einbetten, deren Elemente in der Form a «1 (a, x€eH) 
darstellbar sind. Unter Zugrundelegung der Maakschen Definition von fastperiodi- 
schen (fp.) Funktionen auf Halbgruppen (vgl. dies. Zbl. 46, 311, 2. Arbeit) unter- 
sucht Verf. fp. Funktionen auf Oreschen Halbgruppen mit Einselement und beweist 
insbesondere, daß sie zu fp. Funktionen auf O,(H) fortsetzbar sind. In diesem 
speziellen Fall bedeutet das eine Vereinfachung des Maakschen Satzes, nach dem 
sich jede fp. Funktion auf einer Halbgruppe H mit Einselement zu einer fp. Funktion 
auf der zu H gehörigen Gruppe @ fortsetzen läßt. Bei Maak wird & von den Trans- 
formationen T, = [f(x) > f(za)] (ae H) im Raume R der fp. Funktionen auf H 
erzeugt und die erweiterte Funktion wird durch F(T) — Tr Ir DeG definiert, 
woraussich F(T,) = f(a) für jedes ae H ergibt. Beim Verf. erfolgt die Fortsetzung 
nach der# Formel ER ad) türaX eo zEH, wo flx,&) ein 
(schon von Maak benutzte) jedem feR eindeutig zugeordnete Funktion auf 
H x H bedeutet, die für jedes yfp. in zist und die Bedingungen f(xa, ya) = f(x, y) 
(vaeH), fx,1)=f(x) erfüllt. Es stellt sich heraus, daß @ ein homomorphes, 
aber im allgemeinen kein isomorphes Bild von O,(H) ist. Ein Isomorphismus findet 
dann und nur dann statt, wenn H maximal fp. ist. Es folgen Bemerkungen über die 
Fortsetzung fp. Funktionen auf Halbgruppen von allgemeinerer Artals die Oreschen 
zu fp. Funktionen auf Quotientenoberhalbgruppen. St. Hartman. 
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Gewöhnliche Diiferentialgleichungen. Biiferenzengleichungen 


U) Matveev, N. M.: i Integrationsmethoden für gewöhnliche Differentialglei- 
chungen. Leningrad: Verlag der Leningrader Universität 1955. 655 8. R 22, — 
[Russisch]. een 
Der Inhalt des Buches stellt eine erweiterte Fassung des Kurses über gewöhn- 
liche Differentialgleichungen (Dgln.) dar, der seit über 20 Jahren von verschiedenen 


Dozenten an der mathematisch-mechanischen Fakultät der Leningrader Universität 


abgehalten wurde. Der umfangreiche Stoff ist in die folgenden Kapitel unterteilt: 
1. Gewöhnliche Dgln. 1. Ordnung, die nach der Ableitung aufgelöst werden können. 


_ Gleichungen, die durch Quadraturen lösbar sind (88 S.). 2. Gleichungen 1. Ordnung, 


die nicht nach der Ableitung aufgelöst werden können. Durch Quadraturen inte- 
grierbare Gleichungen (23). 3. Normalsysteme von Gleichungen, Allgemeine Fragen 
(47). 4. Gleichungen höherer Ordnung. Allgemeine Fragen. Die einfachsten 
Gleichungen n-ter Ordnung (47). 5. Existenzsätze (166!). 6. Allgemeine Theorie 
der linearen Dgln. n-ter Ordnung (30). 7. Lineare Dgln. n-ter Ordnung mit konstan- 
ten Koeffizienten (39). 8. Einige Fragen der Theorie der linearen homogenen Dgln. 
zweiter Ordnung (44). 9. Allgemeine Theorie der Systeme linearer Dgln. (22). 
10. Systeme linearer Dgln. mit konstanten Koeffizienten (30). 11. Die Matrizen- 
methode zur Lösung linearer homogener Systeme (51). 12. Der Begriff der partiellen 
Dgln. erster Ordnung (17). — Aus den in Klammern angegebenen Seitenzahlen 
möge man entnehmen, um wieviel breiter und ausführlicher die Darstellung ist — 
verglichen mit den in Deutschland üblichen Lehrbüchern dieser Art. Diese Breite 
wurde gewählt, weil das Buch nicht nur für Studenten, sondern auch zum Selbst- 
studium bestimmt ist. Man findet in jedem Kapitel reichlich Beispiele, die aus- 
führlich durchgerechnet sind. Auch sind Sonderfälle sehr viel häufiger berücksichtigt 
worden, als es in deutschen Büchern üblich ist. Man wird daher dieses Buch mit 
Vorteil auch zum Heraussuchen von Übungsaufgaben heranziehen können. Dem 
Leser — und mehr wohl noch dem Hörer einer so ausführlichen Vorlesung — wird 
allerdings eine recht starke Belastung des Gedächtnisses zugemutet, und die Fülle 
des Stoffes dürfte der Aufnahme der wesentlichsten Ergebnisse nicht immer för- 
derlich sein. — Die Darstellung selbst hält sich im allgemeinen durchaus im Rahmen 
der klassischen Theorie, jedoch ist stets versucht worden, auch solche Probleme zu 
berücksichtigen, die im Laufe der letzten Zeit eine besondere Bedeutung für die 
Anwendungen erlangt haben. Hierher gehören die Stabilitätsfrage (Lj apunov)sowie 
die topologischen Fragen (Eigenschaften der Phasenkurven) der allgemeinen quali- 
tativen Theorie der Dgln., die in den letzten Jahren für die Untersuchung nich tline- 
arer dynamischer Systeme mehrfach herangezogen wurden. Man findet diese Dinge 
zum großen Teil in dem Kapitel über „Existenzsätze“, das als weitaus umfang- 
reichstes Kapitel des Buches nach Inhalt und Darstellung stark vom üblichen ab- 
weicht (z. B. im Beweis des Picardschen Satzes, der hier unter Zuhilfenahme von 
Integralgleichungen geführt wird). Auch die ausführliche Behandlung der singu- 
lären Punkte, die in dieses Kapitel aufgenommen wurde, erklärt zum Teil seinen Um- 
fang. — Bei der Untersuchung der „Normalsysteme von DglIn“, wird stets ausführ- 
lich auf die Bedeutung dieser Fragen für die Dynamik hingewiesen, wie überhaupt 
stets Querverbindungen zur Physik gesucht werden. Beispielsweise werden auch die 
dynamischen Grundgleichungen mit Hilfe des Matrizenkalküls auf eine kanonische 
Normalform transformiert. — Obwohl gelegentlich (Kap. 2, 7 und 10) komplexe 
Lösungen von Dgln. erwähnt werden, wird keine allgemeine Theorie der gewöhnlichen 
Dgln. im Komplexen gegeben. Man vermißt daher eine Klassifizierung der Dgln. im 
Sinne der Fuchsschen Theorie. Das schließt nicht aus, daß z. B. die Dgln. von Gau ß, 
Legendre und Bessel ausführlich behandelt werden. Insbesondere wird hier die 
Darstellung der Lösungen in Form von Potenzreihen gewählt. Eine komplexe 
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Methode wird jedoch bei der Lösung von Systemen von 2 Dgln. 1-ter Ordnung ver-: 
wendet, deren rechte Seite den Cauchy-Riemannschen Dgln. genügt. 
K. Magnus. 

Toscano, Letterio: Nuove formule sugli operatori permutabili di secondo ordine., 
Matematiche 10, 37—43 (1955). 

Generalisant ses recherches anterieures l’A. introduit de nouvelles formules 
qu’il applique & une forme differentielle de l’ordre n, L, [y]. Profitant des Wrons-: 
kiens correspondants aux solutions de l’&quation Z,[y] = 0, l’A. donne l’expression ı 
symbolique conditionnelle au premier membre de cette derniere &quation. Les for-: 
mules obtenues s’appliquent & l’&quation lineaire aux solutions d’une forme parti-: 
ceuliere et aux fonctions particulieres, dont l’A. profite dans le cas des polynomes de: 
Laguerre et de ceux hypergeome6triques. N. Saltykow. 


Mitrinovitch, Dragoslav S.: Compl&ments au trait6 de Kamke, II. Bull. Soc.. 
Math. Phys. Serbie 7, 161—163 u. serbo-kroat. Zusammenfassg. 164 (1955). 

(Teil I, J.-Ber. Deutsch. Math.-Verein. 58 (1956) S.58 kurs.). Lösung der’ 
Differentialgleichungen 

a BE lt ee) 

und aa +) y’()+bay-tcy=0. E. Kamke. 

Bellman, Richard: Boundedness of the solutions of second order linear differ- 
ential equations. Duke math. J. 22, 511—513 (1955). 

The author applies the Liouville transformation to the equation & + 
(1+f/®)®=0, to show that the set of conditions: () 1+ Idzo>W 

oo 

(ü) f(t) eontinuous (ii) [ f’()| dt < oo, proved by Gusarov [Moskovsk. gosu- 
darst. Univ., ucenye Zapiski., 165, Mat. 7, 223—237 (1954)] to be sufficient for the 


boundedness, as t — 00, of every solution, may be derived from the single condition: 
[0,0] 


\y If()| dt < ©o, originally due to Hukuhara [cf., e. 8., R. Bellman, Stability 
theory of differential equations, New York, 1953]. Repeated applications of the 
Liouville transformation yield eriteria of similar type, involving higher and higher 
derivatives. H. A. Antosiewicz. 

Krejn (Krein), M. G.: On certain problems on the maximum and minimum 
of charaeteristic values and on the Lyapunov zones of stability. Amer. math. Soc., 
Translat., Ser. II 1, 163—187 (1955). 

Englische Übersetzung der in dies. Zbl. 43, 309 besprochenen Arbeit. 

Svee, Marko: Sur les dispersions des int6grales de ’&quation 9 +0OK)y=0. 
Czechosl. math. J. 5(80), 29—59 u. russ. Zusammenfassg. 59—60 (1955). 

Let y® +Q(2) y=0 where Q> 0 is continuous for all real x, the integrals 
of the equation being oscillatory. Let M,, be the set of integrals such that y (x,) = 
y® (x) =, x, being any given number and i,k — 0,1,2,3. Several simple pro- 
perties of the set M,, are discussed of the type previously considered by the author 
(this Zbl. 56, 310) and O. Borüvka (this Zbl. 53, 58). J. L. Massera. 


Sandor, Stefan: Sur les öquations difförentielles linsaires d’ordre sup6rieur aux 
coeflicients presques p6riodiques. Acad. Republ. popul. Romine, Bul. sti. Sect. Sti. 
mat. fiz. 7,329—346 u. russ. u. französ. Zusammenfassg. 345—346 (1955) f 

L’A. prouve le theor&me suivant: Soit l’equation 

Nn—1L 


(1) Ss HP + hr=, 


[Rumänisch]. 


[6°) 
= en n y Ol = 
Po u I, P; K; +, Ans VE 1, ee n), Ag > ß > 0, > la.;| = M,< oo, 
ar al 


. ” ” 3 9 . n 
Soit ix une racine d’ordre q de l’equation (2) N 4, k"/ = 0) telle que les nombres 
;=0 
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0 F u bs 4) oü /,; sont des entiers non-negatifs, N 1,,> 0, soient & une 


distance non nulle des racines de l’&quation (2). Alors l’&quation (1) admet q solutions 
de la forme 
al) = est DO, Wr, dd bi, et, 
j=0 k=0 
(r= 0,1,...,9— 1). Ce theor&me represente l’extension des rösultats de ©. R. Put- 
nam et A. Wintner (ce Zbl. 44, 89) et du rapporteur [Doklady Akad. Nauk SSSR, 
n. Ser. 88, 149 (1953)]. La methode est celle utilisee par le rapporteur. 
A. Halanay. 

Barbälat. I.: L’allure globale des solutions de certaines &quations differentielles 
non-linsaires de second ordre. Acad. Republ. popul. Romine, Bul. sti., Sect. Sti. 
mat. fiz. 7, 653—666 u. russ. u. französ. Zusammenfassg. 663 —666 (1955) [Rumänisch]. 

L’A. etudie l’allure globale des solutions de certaines equations qui generalisent 
l’equation de Van der Pol. Le theor&me prineipal est le suivant: Soit dans l’equation 


r 2n 
Er oe: 0, pe) = N! ur DSp<in; si p est pair on suppose 
i=p 
a, < 0; si p est impair, a, = 0 on suppose que le premier coefficient de rang pair 
qui suit a,et qui n’est pas nul est negatif. Alors il existe un cycle limite stable /'; 
ilexiste un premier eycle J'‚interieurement stable et un dernier eycle ]',exterieurement 
stable; entre eux se trouvent tous les cyeles limites qui sont en nombre fini. Dans 
le domaine limite par J', les trajectoires tendent vers /',pour t > 4-00 et vers l’origine 
pour t—> — oo. Dans le domaine exterieur & T', les trajectoires tendent vers 7‘, pour 
t> 00 et pour t— — co toutes les trajectoires excepte deux ont des asymptotes 
horizontales. Les deux trajectoires exceptees ont des direetions asymptotiques 
verticales et söparent les trajectoires qui tendent vers la direction negative de 0x 


N } 
de celles qui tendent vers la direction positive. Si p(®) => BD a, NV 


n 
0„,>0, 0) <s<n etsi parmi les racines röelles de l’equation 2, en 22-9) — (, 
ı1=5 


il en existe une seulement d’ordre impair de multiplieite, le portrait de phase du 
systeme est le m&me que pour l’equation de Van der Pol. Les r&sultats correspon- 
dants pour l’&quation de Van der Pol ont 6t6 etablis par S. Lefschetz (Üontri- 
butions to the theory of non-linear oscillations, vol. II, ce Zbl. 46, 315). 

A. Halanay. 

Reissig, Rolf: Über die Stabilität gedämpfter erzwungener Bewegungen mit 

linearer Rückstellkraft. Math. Nachr. 13, 331—245 (1955). 
Reissig, Rolf: Über die Stabilität gedämpfter erzwungener Bewegungen mit 
linearer Rückstellkraft. (Ergänzung.) Math. Nachr. 14, 17—20 (1955). 

Im Anschluß an frühere Arbeiten (vgl. dies. Zbl. 58, 72) wird jetzt die Differen- 
tialgleichung & + g(&) + usgn & 7 3= ®(t) betrachtet, in der g(#) eine nichtlineare 
zähe Dämpfung und u sgn x eine „mäßige“ Gleitreibung bedeutet. Es wird gezeigt: 
Jede der Differentialgleichung genügende Bewegung ist im Sinne von E. Trefftz 
„äußerst stabil“, d.h. Ausschlag und Geschwindigkeit sind für t>0 beschränkt 
und jede beliebige, aber endliche „Störung“ der Bewegung klingt ab. Bei periodischer 
Antriebsfunktion Ö(t) gibt es eine einzige periodische Bewegung, und zwar mit der 
Frequenz des Antriebs, welcher sich alle anderen Bewegungen asymptotisch nähern. 
In der zweiten Note werden die ursprünglichen Voraussetzungen über die Dämpfungs- 
_ funktion g(&) abgeschwächt. St. Schottlaender. 
| Cooke, K. L.: Forced periodie solutions of a stable non-linear differential-dif- 

ference equation. Ann. of Math., II. Ser. 61, 381—387 (1955). 
L’existence et la stabilit6 d’une solution periodique de l’equation 


du + dt =aul) +dbud dr fud,uwtd+ND,ot)+hgloh) 
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sont etablies sous certaines conditions, en appliquant la methode des approximations 
successives & l’&quation integrale 


t 
ut +1) = f Kit —t) [flult), ul, +1), ot) + kg(ot)] dt, 


ou 
R 
e 


K() = — lim 


et ev! dy 
Dr, 1 E -2-1% 


R>o_ Rt —-b+iy-—ae i 
x &tant une valeur plus grande que les parties reelles des racines de l’&quation carac- 
teristique se — be - a—(. La quatrieme condition supposee verifiee est mal 
ecrite, car celle-ci entraine que f est constante. Mais il me semble que l’on peut la 
remplacer par la condition que les derivees partielles de f(x, y,t) par rapport & 
x, y sannulent lorsque I, y>0. M. Hukuhara. 

Zlämal, Milos: Eine Bemerkung über die charakteristische Determinante einer 
Eigenwertaufgabe. Czechosl. math. J. 5(80), 175—178 u. russ. Zusammenfassg. 
178—179 (1955). 

Für das Eigenwertproblem 

Sa, (0) ya Id, (a) yem (n>h 1), 
0 


v_ »=0 z 
n—1 5 3 e 2 
DH) = [&} y” (a) +ß y” (6)] = {f}) Wels 


gilt: Esseien y,(%, A),.. ., 9, (x, A) Lösungen mit den Anfangswerten y(” (a) = Ös,0rt 
s=1l,...,n, g=(,...,n—1). Die Funktionen a,(x) und b,(x) seien stetig im 
Intervall [a, bJ. Die Funktionen «, und ß} seien Polynome des Parameters A. Dann 
ist die charakteristische Determinante A(A) = Det |U, (y)|, (,s=1,...,n), eine 
ganze Funktion der Ordnung o< (n— k)-!1. Ferner gilt unter den obigen Voraus- 
setzungen im Falle n > k + 1: Entweder hat das Problem unendlich viele Eigen- 
werte oder die charakteristische Determinante ist ein Polynom. E. Kreyszig. 

Crum, M.M.: On the Sturm-Liouville expansions. Quart. J. Math., Oxford 
II. Ser. 6, 288—292 (1955). 

Nel classico teorema di equiconvergenza di Haar, relativo alle autosoluzioni 
normalizzate del sistema y’ +9 -4(}y=0, y(0)=hy(l), y(n) = hy(n), 
l'ipotesi che q(x) sia a variazione limitata in (0, x) puö esser sostituita da quella che 
q(x) sia di classe L(0, r). G. Scorza Dragoni. 

Gel’fand, I. M. and B. M. Levitan: On the determination of a differential equa- 
tion from its spectral function. Amer. math. Soc., Translat., Ser. IT 1, 253—304 

1955). 
a Übersetzung der in dies. Zbl. 44, 93 besprochenen Arbeit. 

Andreoli, Giulio: Sistemi differenziali lineari e determinanti decomponibili in 
fattori. (Nota preventiva.) Ricerca, Rivista Mat. pur. appl. 6, Nr. 3.8.1955). 

e Cetaev, N. G.: Stabilität der Bewegung. 2. verbess. Aufl. Moskau: Staats- 
verlag für technisch-theoretische Literatur 1955. 208 S. R. 7,00 [Russisch]. 

This is a second revised edition of a book with the same title (Gostechizdat, 1946). 
Its main purpose is to explain Ljapunov’s methods to technicians and physicists; 
it is written in a clear style, avoiding too general and complicated results and with a 
well chosen collection of illustrative examples. Contents: Chap. I: The problems of 
stability (introduetion) ; Chap. II: General theorems of the direct method of Ljapunov 
(theorems on stability, asymptotie stability and instability); Chap. III: The 
stability of equilibrium under the action of potential forces (theorem of Lagrange, 
coefficients of stability of Poincare, bifurcation points); Chap. IV: On linear dif- 
ferential equations with constant coefficients (where the author proves the criterium 
of Hurwitz and the theorem that asserts the existence of a Ljapunov function which 
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is an algebraic form); Chap. V: Influence of perturbation forces on equilibrium 
(influence of constraints, of dissipative and gyroscopic forces, ‚‚forced‘‘ systems); 
Chap. VI: Stability in the first approximation; Chap. VII: Case when one characte- 
ristic root vanishes; Chap. VIII: Case with a pair of purelyimaginaryroots; Chap. XI; 
Non-stationary motions (characteristic numbers, regular systems, stability in the 
first approximation); Chap. X: Periodie motions (where, in particular, methods 
for the approximate computation of characteristic exponents are developed). 
J. L. Massera. 

StarZinskij (StarZinskii), V. M.: A survey of works on the conditions of stability 
of the trivial solution of a system of linear differential equations with periodie coefli- 
cients. Amer. math. Soc., Translat., Ser. II 1, 189—237 (1955). 

Englische Übersetzung der in dies. Zbl. 56, 86 besprochenen Arbeit. 


Erugin, N. P.: Einige allgemeine Probleme der qualitativen und analytischen 
Theorie der linearen Differentialgleichungssysteme. Priklad. Mat. Mech. 19, 211— 221 
(1955) [Russisch]. 

This expository paper is the text of a conference given at the Kazakh Academy. 
Systems of the form dX/dz — X. P(z), X, P matrices, P uniform analytie (but not 
in general holomorphie), and also dX/dt=X. Pt), P periodic, are considered ; 
both types of systems are related to each other by the substitution 2 = er The 
paper includes results of Lappo-Danilevskij, Erugin, Donskaja, Demi- 
dovit, Stokalo and Persidskij. The application of methods of analytic systems 
to the study of the qualitative behavoir of solutions of periodie systems is outlined. 

J. L. Massera. 


Barrett, John H.: Matrix systems of second order differential equations. Portu- 
galiae Math. 14, 79—89 (1955). 

Es wird die Matrix-Differentialgleichung (1) (PY’) +Q@ Y=0 betrachtet. 
Dabei sind P,Q für 2 >a stetige reelle symmetrische (n, n)-Matrizen, P positiv 
definit, Y (n, n)-Matrix. Zunächst werden Sätze von Hille für die entsprechende 
skalare Differentialgleichung auf (1) übertragen; sie geben Aussagen über das Ver- 
halten der Lösungen für # — 00 und stützen sich auf die Konstruktion einer Zweit- 
lösung aus einer nicht-singulären bekannten Lösung. Weiter wird ein Oszillations- 
satz bewiesen, dessen Bedingung sich auf das Verhalten der Diagonalelemente von 
P,Q stützt. Schließlich werden hinreichende Bedingungen für die Beschränktheit 
von Vektorlösungen gegeben, die Verallgemeinerungen entsprechender Ergebnisse 


von Levinson und vom Verf. für skalare Differentialgleichungen darstellen. 
F. W. Schäfke. 


Zubov. V. I.: Fragen zur Theorie der zweiten Methode von Ljapunov, Konstruk- 
tion der allgemeinen Lösung im Gebiet der asymptotischen Stabilität. Priklad. Mat. 
Mech. 19, 179—210 (1955) [Russisch]. 

Let & = f(x), x, f being n-vecto1s, (0) = 0, the solution x — 0 being asympto- 
tically stable; let A be the domain of asymptotie stability, i. e. the set of points %, 
such that if x (t, x,) is the general solution, 2(,)=% +, %) >0 when 
t— + oo. The author shows that functions of Ljapunov v(x) exist, defined in A and 
satisfying v(0) = 0, v(X) = 1 when x belongs to the boundary of A or similar 
conditions; if f is of class (, the same is true of v; if fis analytic and the charac- 
teristie exponents at 0 have negative real parts, v is analytic. In the latter case, & 
simple constructive method is given to find a family of ellipses contained in A ob- 
taining thus an estimation of the size of this set. Assuming that such funetions v can 
"be constructed with suffieient degree of accuraey, they may be used to approximate 
‘the unstable limit eycle which eventually bounds A (n = 2). Assuming that fis 
analytic in the closure of A (no assumption is made here on the characteristie ex- 
22 
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00 
ponents), for any ©,€ A we have z(, 9) = %T = &, (%,) &*, with 


© = [sinh (1/2 Rh) — 1]/[sinh (at/2 Rh) +1, 
h> 0, convergent for > 0; if moreover A is bounded, a similar series exists witk 


& = tanh (nm 1/2 h), convergent for any t. J. L. Massera. 
Leimanis, Eugene: On a theorem of Poinear6 and Malkin. Trans. Roy. Soc: 


Canada, Sect. III, III. Ser. 49, 39—48 (1955). 


Let (2): &, = N Dz I (,x), i=1,...,n, the series being convergent for 
=0 


sufficiently small |«|; the X!” are analytie in x and continuous periodie in #! 
Assume that for u=0 there is a k-parameter family a.) — Dit: he ae To 
k > 1, of periodie solutions and that the matrix ||8®,/öh,|\.-o,n,=„r is of rank k} 
In Malkin’s method (The methods of Ljapunov in the Theory of Nonlinear Osecilla- 
tions, this Zbl. 41, 527) the existence and uniqueness of periodie solutions of (2) is 
proved assuming that the „generating‘ values h? of the parameters are simple roots 
of a certain system P; (hy, . . ., h,) = 0. Here this result is extended to the case where 
P,= 0. The precise statement is very difficult to summarize. J. L. Massera. 

Halanay. A.: Points singuliers et solutions periodiques. Acad. Republ. popull 
Romine, Bul. sti., Sect. Sti. mat. fiz. 7, 319—324, russ. u. französ. Zusammenfassg | 
324 (1955) [Rumänisch ]. 

Es sei 

deldt = Ola, y) +u X, yd), dyld= Pix, y) + u Y(® 40) 

ein reelles System, wobei P und Q homogene Polynome gleichen Grades, X und } 
periodische Funktionen in bezug auf t sind. Bezeichnet man mit f(k) die Funktio 
f{k) = P(1,k)/Q(1, k), so existiert für alle genügend kleinen Werte von |u| eine 
periodische Lösung dieses Systems, welche die gleiche Periode wie X und Y hat; 
falls: (1) die Gleichung f(k) = k mindestens zwei reelle Wurzeln besitzt und 
(2) (k) <0 ist. — Der Beweis stützt sich auf Sätze von Wazewski (dies. Zbl. 32! 
350) und Massera (dies. Zbl. 38, 250). F. Albrecht. 

Barbalat, I.: Remarques sur la note „Points singuliers et solutions p6eriodiques“. 
Acad. Republ. popul. Romine, Bul. sti., Sect. Sti. mat. fiz. 7, 325—328 u. russ. u\ 
französ. Zusammenfassg. 328 (1955) [Rumänisch]. 

Der im vorstehend. Referat zitierte Satz von A. Halanay gilt für das System 


dajdt = la, y) + a X y,d, dyld= Pia, y) +uYl, y, 0), 

wenn Q und P reelle analytische Funktionen in einer Umgebung des Nullpunktes 
sind und die Kurve R(x, y) =x2Q + yP=0 in einer Umgebung des Nullpunktes 
einfache reelle Zweige besitzt, welche in dieser Umgebung mindestens vier Sektoren. 
alle vom Typus I im Sinne von Lefschetz (dies. Zbl. 47, 329), bestimmen. — Dieses 
Resultat wurde in einer späteren Arbeit des Ref. (s. das folgende Referat) verall- 
gemeinert. F. Albrecht. 

Albrecht, Felix: Points singuliers et solutions p6riodiques. Comun. Acad 
Republ. popul. Romine 5, 1035—1039, russ. u. französ. Zusammenfassg. 1039. 
1040 (1955) [Rumänisch]. 

On considere le systeme 


(1) delt = Pia, y) +uX&,yb, dyldt=Q(x, y) +uY(e, y,t) 

X (x, yt-+o) —=X(, Y%b, Y(&, yt+0o = Y(&, Y,b). 
On suppose des conditions sur le comportement des courbes integrales du systeme 
dejdt = Pix, y), dyldi=Q(x, y) au voisinage du point singulier 2—=0, y=( 
et on prouve que pour \u| suffisamment petit le systeme (1) admet une solution 
periodique. L’existence de la solution p6eriodique est assurde par l’existence d’une 
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solution bornee pour T>0 ou t <(. Pour prouver l’existence de la solution 
bornee l’A. introduit une modification dans les raisonnements qui conduisent au 
prineipe topologique de T. Wazewski (ce Zbl. 32, 350). Les conditions de PA. 
sont plus larges que celles du rapporteur et de I. Barbalat (v. les analyses pre- 
cedentes). 


A. Halanay. 
Moser, Jürgen: Stabilitätsverhalten kanonischer Differentialgleichungssysteme. 
Nachr. Akad. Wiss. Göttingen, math.-phys. Kl., math.-phys.-chem. Abtl. 1955, 
87—120 (1955). 

/ Verf. betrachtet das System £=H, (x, 4,1, Jy=-H,(®, y, i), Eher 
30 (2? + 9°) +:-:- eine in x, y reelle Potenzreihe, die in der Umgebung von 
x2=y=( konvergiert und deren Koeffizienten in t die Periode 2x haben; 2w sei 
ine von t unabhängige nicht ganze Zahl. Das linearisierte System besitzt Kreis- 
ösungen, ist also stabil (Stabilitätsdefinition nach Liapounoff). Durch eine kano- 
ische Transformation wird das obige System auf eine Normalform gebracht, die 
en Beweis des folgenden Hauptsatzes mit Folgerung ermöglicht: Hauptsatz: 
sei eine positive Zahl und die Koeffizienten der Glieder vom Grade s>2 in 
(x, y, t) seien absolut kleiner als A°2. Ferner sei n, eine natürliche Zahl derart, 
aß Bw —g| > 2/n, |4w—g| > 1/n, für jede ganze Zahlg. Essei a, +0 und 
— le, +? A. Dann gibt es eine positive Konstante c, die nur von @ abhängt, so 
aß für jede Lösung des obigen Systems die Ungleichung 


Ir), S5r() te Ir, für O0 <r()Seh, na > 
nd für alle reellen £ gilt (r — Va2-+ 22). Folgerung: Es gibt eine nur von a ab- 
ängige Konstante c*, so daß für alle reellen t gilt: 


log (r (O)/r ()) S c* Vlog (2 + |t|) für 0 <r (0) < (20). 


Die Beurteilung der Stabilität erfolgt mittels der Funktion u (t,r,) = fin ER : 
esr<tr0)en? (7) 
Stabilität liegt dann und nur dann vor, wenn w(t,r,) für alle festen r, beschränkt ist. 
Im instabilen Fall ist für genügend kleine Werte von r, lim u(t,r,) = ©. Als 
>00 


aß der Instabilität wird y(r) = Im ®r&r) und als Instabilitätsgrad 


t>o0 log t 


—= lim y(r,) eingeführt. Ist y > 0, so liegt Instabilität vor; im Falle der Stabili- 
—0 


tät ai y=0; ist y= 0, so kann das System stabil sein, muß es aber nicht. Dieser 
all wird als „Faststabilität‘“ bezeichnet. Ist o—=p/gq (reduziert) eine rationale Zahl 
itg> 2, dann gibt es instabile kanonische Systeme obiger Art, die den Stabilitäts- 
rad y=1/—2)>0 haben; für g> 4 bilden aber diese Systeme mit 9 > 0 
ie Ausnahme. Die Anwendung auf das eingeschränkte Dreikörperproblem ergibt 
— (0, d.i. Faststabilität im Falle q > 4, so daß nur noch der Fall 9=4 [g=3 
ibt y=1 (Levi-Civita), g= 2 gibt y= ©o (je Instabilität)] offen bleibt. Für 
as Lückenphänomen der kleinen Planeten folgt daraus die qualitative Aussage: 
ie Bahnen, in denen die Lücken liegen, sind instabil, während die andern Bahnen 
aststabil sind. Auch das Lückenphänomen im Saturnring — bis heute kann man 
im Saturnring 5 Teilungen nachweisen — läßt sich damit erklären. O. Volk. 


Laasonen, Pentti: Ein Problem bei der iterativen Bestimmung der Eigenwerte 
simultaner Differentialgleichungen. Ann. Acad. Sci. Fennicae, Ser. AI 19, 138. 
1955). 

rn früheren Arbeiten (dies. Zbl. 48, 329 und 344) hat sich Verf. schon mit der 
Lösung von homogenen linearen Differentialgleichungen der Form (Matrizenschreib- 
weise) du(2)/[dx = (F(x) +1 G(z)) w(x) mit Randbedingungen A u(a) Bald) 0 
durch Iteration beschäftigt. Unter einigen einschränkenden Bedingungen, so vor 
allem, daß das Problem nach Bliss definit-selbstadjungiert ist, wird erneut das 
29% 
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Iterationsverfahren untersucht unter dem Gesichtspunkt: Wie kann man die Aus; 
gangswerte wählen, um eine möglichst schnelle Konvergenz gegen Eigenwerte uncı 
Eigenfunktionen zu erzielen ? Auch auf die Konvergenz gegen höhere Eigenwerte 
wird eingegangen. R. Iglisch. 


Partielle Differentialgleichungen. Potentialtheorie: 


Mitrinovitch, Dragoslav S.: Sur certaines &quations diff6rentielles indetermindess 
Bull. Soc. Math. Phys. Serbie 7, 171—178 u. franz. Zusammenfassg. 178 (1955) 
[Serbo-kroatisch]. 

L’A. integre plusieurs &quations de Monge, en faisant allusion & des autres 
travaux consacres aux memes problemes. N. Saltykow. 

Moisil, Gr. €.: Une interpretation du groupe fondamental d’une variet6 differen- 
tiable. Comun. Acad. Republ. popul. Romine 5, 1407—1410, russ. u. französ. Zu- 
sammenfassg. 1409, 1410 (1955) [Rumänisch]. 

Le groupe de monodromie des intögrales d’un systeme d’equations completement 
integrable dy; = wi y; + w; (wj et w; Etant des formes de Pfaff) est une repre 
sentation homomorphe du groupe fondamental. Autoreferat. 

Haimoviei, Mendel: Quelques proprietes des el&ments integraux d’un systeme 
de Pfaff du II® genre. Acad. Republ. popul. Romine, Bul. sti., Sect. Sti. mat. fiz. 7! 
301—311 u. russ. u. französ. Zusammenfassg. 310—311 (1955) [Rumänisch]. 

Soit (1), = Aud®=0 («=1,...,5) un systeme de Pfaff a n variables e# 
d0, = As [di dei]. Si s+s, est le rang du systeme en dx: (2) A, =) 
Au dal 6 —= (0 quand ona Ada = (0, on dit avec Cartan que s, est le caractere: 
d’ordre 1 de (1). L’A. suppose qu’onas+s,+2=n; dans ce cas, par chaque: 
element lineaire integral, regulier, E,, on peut mener un et un seul el&ment integraı 
plan E,. L’A. appelle systeme reducteur tout systeme de formes de Pfaff ,, 7%a,..., 7%, 
qui sont proportionnelles sur tout elöment plan integral #,. En fixant un certain 
nombre de facteurs de proportionnalite des formes zz, on obtient un systeme de Pfaft 
qui, adjoint aux equations (1), abaisse le rang du systeme (2), et on r&eduit le caractere 
s; des formes dd,. On definit aussi les systemes reducteurs d’ordre superieur. On 
donne certaines proprietes des systemes reducteurs, specialement dans le cas ou ke 
systeme (1) est normal, e’est-ä-dire quand on peut trouver deux formes @,, @,, inde- 
pendantes sur chaque E, integral telles qu’on ait d9, = 0 (mod 6,, ®ı, 5). Pour 
les systemes normaux, on montre que les elements lindaires caracteristiques (El6- 
ments singuliers situes dans des EZ, integraux) sont les solutions d’un nombre r de 
systemes de Pfaff et chacun de ces systemes donne un systeme redueteur de (1). 

Ü. Teleman. 

Haimovici, M.: Quelques propri6t6s du prolongement d’un systeme de Pfaff du 
II® genre. Acad. Republ. popul. Romine, Bul. sti., Sect. Sti. mat. fiz. 7, 585 —594 
u. russ. u. französ. Zusammenfassg. 593—594 (1955) [Rumänisch]. 

Soit (1) 6x. = 0 un systeme Pfaff & n variables, s &quations, tel que si s; et k 
caractere de (1) d’ordre 1,on ait s+s, +2 =n (v. recension pröcedente). Soit & 
@=1,2,...,5), @, @gsı + 2 formes de Pfaff formant avec 6, un systeme de r 
formes independantes; on a alors | 


46, = As; [Bi 85] + Caiı [öi, @ı] + Osi2 [di @2] + CE [wı, wo]. 
Les formes &,, @, sont supposdes ind&pendantes sur chaque E, integral; dans ce cas 
les &quations d’un E, sont de la forme &, = 1, © + 1,0, et E, est integral si l’on & 
(2) Ay liebe) Caılkoe + Osiakı +0, = 0 
et le nombre des &quations (2) indöpendantes est 5). L’A. associe au systeme (1) I 
systeme ()0,—= 0, =, —-11® — 1, considere dans les variables de 1)® 
dans les variables l,,, 1, lies par (2). Le systeme (3), que l’A. appelle le premie 
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prolongement total de (1), est done dans n + s, variables. Si (1) est normal, (3) est 
aussi normal. On montre qu’a tout systeme röducteur de (1) correspond un systeme 
reducteur de (3), de meme ordre si (1) est normal. C©. Teleman. 

Saltykow, Nicola N.: Equations aux derivees partielles du premier ordre 
integrables par separation des variables et gen£ralisations sur l’&quation de Schrödinger. 
E;; Soc. Math. Phys. Serbie 7, 137—151 u. serbische Zusammenfassg. 151—152 
21955). 
L’A. se propose de determiner les types d’&quations F(x,,p,) = 0, p, = delöx, 
(@=1,...,n), qui peuvent s’integrer par separation des variables; il part pour 
cela des conditions Enoncees par LeviCivita [Math. Ann. 59, 383—397 (1904)]; 
| le nombre des types est calcule pour n < 5; application aux equations de Hamilton- 
Jacobi. Ch. Blanc. 

Nagumo, Mitio and Yukio Anasako: On Perron’s method for the semi-linear 
hyperbolie system of partial differential equations in two independent variables. Osaka 
math. J. 7, 179—184 (1955). 

The authors consider the following system of partial differential equations: 
EI) Ou,/dx = 1,;(z, Yy) Ou,ldy-+ (©, u,:--»W, =12,...,n, and, extending 
a result of O.Perron [Math. Z. 27, 549—564 (1928)], prove the existence of a 
system of solutions of the class ©? with the initial conditions u,(0, y) =®,(y) for 
ly|<b under the following conditions: the A,’s and the f,’s are continuous and bound- 
ed (A) <K, |, < M) in a region B, defined by the inequalities 0<x<a, 
y +K <b; in the subregion B, of B, defined by u, — ®,|< C where ö®,löx = 
1,8, 8,0, yJ) =P,(y), &,löy, öf,/öy, Ef,jOw, are continuous. The solution exists 
inO0<x< Min (a, C/M). The method of proof consists in making use of Perron’s 
result for a linear system of the form (1) and applying a straightforward process 
of successive approximations. A slightly more general theorem concerning a system 


ou, L cu \ : & 
of the form BE = 5 Anz +f, i=1,...,n is stated without proof. 
h 
Ö©. Racine. 


Nakamura, Mikio: On the linear partial differential equation of second order 
in n independent variables with constant coeffieients. J. Gakugei Tokushima Univ., 
natur. Sci. Math. 6, 51—62 (1955). 

L’A. cherche explieitement l’integrale generale d’&quations de la forme 

x w 2 ow 

(*) NE N 

Ay; Q,, Q,,; etant des constantes reelles, f une fonction integrable. Cette integrale 
generale s’obtient par des moyens @lEmentaires, avec deux fonctions arbitraires et 
(pour l’&quation avec second membre) une quadrature. Le calcul est presque imme- 
diat si l’operateur differentiel de (*) est factorisable en deux operateurs du premier 
ordre; une substitution lineaire convenable sur les variables permet de traiter egale- 
ment le cas general. Exemples numeriques. Oh. Blanc. 

Silov, G. E.: Über Bedingungen für die Korrektheit des Cauchyschen Problems 
für Systeme partieller Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten. Uspechi 
mat. Nauk 10, Nr. 4 (66), 89—100 (1955) [Russisch]. 

In this expository article various definitions and results on the correctness of 
Cauchy’s problem for the system with constant coefficients 

i Mm 1 ® 
a. nn P,,(z —) % (0, 4= 1 ...m, 
where x is a real variable, are reviewed. Estimates of the Green’s matrix and its 
_ derivatives are given for systems which the author qualifies as parabolie, and the 
Green’s matrix for hyperbolie or „Petrowsky correct‘“ systems are discussed. It is 
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stated that the results can be extended to the case where x is a n-dimensional vecton 
variable, although the proofs indicated do not work. L. Hörmander. 

Koubek, Ladislav: Über eine gewisse Eigenschaft der Lösungen einer para- 
bolischen partiellen Differentialgleichung. Czechosl. math. J. 5(80), 91—97 uı 
deutsche Zusammenfassg. 98 [Russisch]. 

Soit x (u, v), 2! (u, v),..., x” (u,v), n- 1 solutions de 

22x/Ou2 — alu, v) öx/du + b(u, v) 9x/ om + c(uo)x, b#+I, 
a,b, c &tant analytiques, verifiant N a, xx = 0, oü a„,=a,,—constante. Alore 
les foncetions x sont lineairement dependantes. J. L. Lions. 

Budak, B. M.: Zur Lösung von Randwertaufgaben vom parabolischen Typus 
Vestnik Moskovsk. Univ. 10, Nr. 8 (Ser. fiz. mat. estestv. Nauk Nr. 5), 33—38 (1955 
[Russisch]. 

Si consideri lo spazio euclideo E, come prodotto di un certo numero di spazi d 
dimensione <n, ades. E,=E, X En, <Ir, cn MP t+Pp+tPp=n, e sialc 
x, le coordinate in E,,, @=1, 2, 3). Indicando con Z = S =L DD; r; (% Cs N un ope 

‘ Tı 
ratore lineare nelle ö/öx, l’A. mostra come taluni problemi al contorno relativ: 
all’equazione Lu= (0, si possano ricondurre ad altri per le equazioni L,u= 
cn L,=ö/ä&-+f, ((=1,2,3). Un’applicazione viene fatta all’equazione d 
calore in 4 dimensioni (;,= — a? 22/022, i=1,2,3). R. Conti. 

Dacev, A. B.: Über das dreidimensionale Stefansche Problem. Doklady Aka 
Nauk SSSR 101, 629—632 (1955) [Russisch]. 

Le probleme de Stefan dans l’espace & 3 dimensions se pose d’une mani£ere suivante 
On cherche deux fonctions u” (x, y,2,t) (m = 1, 2) determinees pour (x, y,2) € A, 
m=1 2), W<t<tn+ T, les domaines A, et A, &tant separes par une surfac: 
C(t) (ineonnue) variable avec le temps. Le domaine A, est doublement connexe e 
A, est simplement connexe. Les fonctions u” satisfont aux &quations 

on Au —= Humldt (m ='1; 2) 

aux points des domaines A,, correspondants, aux conditions initiales um (x, y,2, 0) = 
D,&%y2) (m=1,2) et aux conditions aux limites um—=0 (m=1,2% 
k, Oul/an — k, Ou?|on = oöds/dt, oü n designe la normale interieure par rapporı 
a 0, s la longueur de l’arc de la trajectoire orthogonale de la famille des surfaces C (di 
ö et o sont des constantes. L’A. construit une solution approch6ee du probleme er 
divisant l’intervalle [t,, in + 7] en n intervalles partiels lot) @=12%,..,n DH 
avec t,,, —1,— T/n, et en fixant la surface C'(t) = C(t,) dans chacun de ces inter 
valles. L’A. annonce qu’on peut d&montrer que l’on obtient la solution exacte pa: 
un passage & la limite pour n — ©, M. Krzyzanski. 


Teodoreseu, N.: On the necessity of the algebraie or algebraico-logarithmik 
character of the singularity of elementary solutions. Acad. Republ. popul. Romine: 
Bul. sti., Sect. Sti. mat. fiz. 7, 939—951 u. russ. u. engl. Zusammenfassg. 950— 95 
(1955) [Rumänisch]. 

In this paper, the author shows that for linear partial differential equation 
of hyperbolie or elliptie type, with holomorphic coefficients, any elementary solution 
having the form /(T) U +g(T) V, where U(xl, 22,..., a", T)and V (xl, x2,..., ar, 
are holomorphie functions on the characteristice conoid I — 0, possesses on thi: 
conoid an algebraic or algebraico-logarithmic singularity. The necessary characte 
of these types of singularities is pointed out, justifying their use by J. Hadamard 
The method used in this paper is part of an extension of Fuchs’ theory to the solu 
tions of linear partial differential equations, with holomorphie coefficients an« 
singularities on a characteristie manifold, which the author will present in a forth 
coming paper. Considering the equation: (1) EW =aöu, tadwtau=! 
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on a n-dimensional, analytical manifold V,, where the coefficients a’, al, a are 
holomorphic in a domain D and u,,, u,, are the covariant derivatives of u in the 
metric ds? = a,,dx’ dx’, the author studies the waves of given form: 
„(2) Dakar N Ne RE (E 
as solutions of the equation (1), where G(al,x2,...,x") and U (xl, 22,...,2", @) 
are holomorphie functions in D, and f(G@) is an analytical function of @ having at 
most an isolated singularity for @ = 0. Itis proved that if the manifold @ — 0 is 
not a characteristic of the equation (1), the waves (2), if they exist, are holomorphie 
functions of @ in a neighbourhood of the manifold @ = 0. For a wave (2) to have 
a singularity on the manifold @ = 0, it is necessary that this be a characteristie 
of the equation (1). This proves the Le Roux and Delassus’ theorem on the singular 
manifolds of (1) for the solutions (2). For any isolated holomorphie solution G = 0 
of the equation 4,@ = aü öG/öx' öG/öx’ = 0, the operator A,@ takes the form 
A,G=Al(kl, &,..., x") @', where l is a positive integer, ) a holomorphie function 
in a domain which contains G = 0, and A#=0 on @ =. The index ! characterises 
the holomorphie wave surfaces of the equation (1). The index of the characteristic 
conoid is one. For != 1, the only waves possible of monomial form are of the form 
u—=G? U, where p is a real or complex number, U(P,G) a holomorphie function 
in a convenient manifold of @=0 and on this manifold,and U#0 on@G=(. 
The equation (1) admits at most binomial waves of given form. In the case of epi- 
central waves, the only possible singularities are algebraie or algebraico-logarithmiec, 
p having the character of eigenvalue and the corresponding solutions being analogous 
to the eigenfunctions of the boundary value problems with singular boundary values. 
I E(U) = 0, then the solution « will have the form u — U(P, IT‘) holomorphie on 
the conoid J’and does not belong to either of the two forms of elementary solutions. 
The only epicentral waves of given form which are possible for the equation (1) are 
of the following three types: 1. holomorphie epicentral waves fr n=2m+ 1 
or n—=2m; 2. singular epicentral waves (elementary solutions) with algebraie sin- 
gularities, fr n=2m+]; 3. singular epicentral waves (elementary solutions) 
with algebraico-logarithmie singularities, for n — 2 m. The hypothesis U (0) #0, 
where O is the vertex of the conoid, is essential for determining the eigenvalue 
p=—tn-+1. In other case p= —In+1—gq, where g>0 isan integer. 
Thus, there exists an infinity of elementary solutions, but the form of the singularities 
can not be modified. These epicentral waves can be considered as the unique solu- 
tions of some boundary value problems, with singular boundary values on the conoid 
representing the propagation of perturbations. The study of the waves of given 
form for the arbitrary Il will be give by the author in a subsequent paper. 
M. Nedelcv. 

Miranda, Carlo: Sul problema misto per le equazioni lineari ellittiche. Ann. 
Mat. pura appl., IV. Ser. 39, 279—303 (195). 

L’A.,indicato con Tun dominio dello spazio euclideo ad m dimensioni, conS una 
porzione chiusa di(7T e con FE la parte rimanente di (FT, studia il problema al 
contorno: 


fer 


‚m eu 1,m 
k 


9x (®) 1b, teil) ETF): 


0%, 0%% z 


u=s(a) (uC9), -—E +Bdu=p(a) (#C2) 


ove con » s’intende la conormale orientata verso Vinterno di T. L’A. dimostra il 
classico teorema dell’alternativa per tale problema nelle seguenti ipotesi: il dominio 
T & ad unico contorno, Se 2 sono due porzioni di ipersuperficie dotate di curvature 
" hölderiane; in ogni punto della varietä V, intersezione di S con l’involuero di2,ol 
iperpiani tangenti ad S ed a X formano un angolo diverso da ed anche diverso da 
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zero se m> 2; i coeffieienti a,,(x) söno hölderiani con le loro derivate prime in T, j 
coeffieienti b,(x) e c(x) ed il termine noto f(x) sono hölderiani in T — V ed inoltre, 
indicato con A l’esponente di Hölder, sono soddisfatte le seguenti condizioni: allorche 
il punto x tende verso un punto di V i coefficienti b,(x) possono diventare infiniti 
al pitı di ordine 1— A ed i loro minimi coefficienti di Hölder relativi all’esponente 7 
possono diventare infiniti al piü di ordine 1; il coefficiente c (x) ed il termine noto, 
allorche x tende ad un punto di V, possono diventare infiniti al piü di ordine 2 — 4 
ed i loro minimi eoefficienti di Hölder al piü di ordine 2; ad analoghe condizionä 
sono assoggettate le funzioni ß e @ definite su 2 nonche le loro derivate prime ed 
anche le derivate seconde della funzione s definita su S la quale inoltre e supposta ivr 
hölderiana. Le soluzioni vengono considerate nella classe delle funzioni hölderian 
in T e dotate di derivate seconde hölderiane in 7 — V ed aventi i minimi coefficienti 
di Hölder che possono diventare infiniti al pitı di ordine 2 nei punti di V. Se im 
particolare&e c<0 eß>0 si ha l’esistenza e l’unieitä della soluzione nella class 
preindicata. L’A. mostra anche che, per l’esistenza e l’unieitäa della soluzione nella: 
classe delle funzioni continue in T e dotate di derivate prime e seconde continu 
in T—S, quandosia c<(0 e >, si possono ridurre Je ipotesi su s supponend 
per essa soltanto la continuitä in S. Per la dimostrazione di questi risultati, condotta: 
nell’ipotesi non restrittiva che & sia contenuto in un iperpiano, l’A. si serve di una: 
serie di maggiorazioni a priori delle eventuali soluzioni del problema. Egli dapprima. 
dimostra l’esistenza della soluzione nel caso c<(, 8 > 0; a questo scopo l’A.. 
stabilisce delle formule di maggiorazione per le soluzioni di un analogo problem 
al contorno relativo all’equazione di Poisson; da queste si traggono delle formule di 
maggiorazione per le eventuali soluzioni del problema e tali maggiorazioni consentonoi 
di applicare classici ragionamenti, giä usati da J. Schauder e R. Caccioppolii 
nella dimostrazione del teorema d’esistenza relativo al problema di Dirichlet, con ii 
quali si arriva al teorema d’esistenza e unicitä per il problema misto consideratos 
nelcaso c<0e > 0. Tale risultato permette poi di ridurre il problema, nel casox 
generale, a quello della risoluzione di una equazione funzionale di Riesz e di stabilire: 
cosi il teorema dell’alternativa. L. de Vito. 

Penna, Anna Maria: Sulla verifica delle condizioni al contorno in aleuni pro-- 
blemi relativi ad equazioni a derivate parziali. Univ. Politec. Torino, Rend. Sem. mat. 
14, 329—369 (1955). 

Si stabilisee un metodo di confronto per la verifica delle condizioni al contorno: 
nei problemi relativi ad equazioni alle derivate parziali, lineari, omogenee del 2° or-- 
dine E(u) = 0, di tipo „isotropo“ in due variabili (che supporremo essere le coordi-- 
nate polari o, 6). Le difficoltä che si incontrano nell’eseguire dette verifiche sulla 
formula che fornisce lo sviluppo in serie di Fourier della soluzione u(o, 6), possono: 
essere superate qualora si sappiano eseguire le verifiche inerenti ad un altro problema, 
posto per lo stesso dominio e per gli stessi dati al contorno, ma relativamente ad 
una altra equazione isotropa dello stesso ordine E*(u) = 0, che presenti certe 
analogie con la data E(u) = (0. In tali condizioni, detta u* (0,6) la soluzione del 
problema di confronto, non rimarrä che eseguire le verifiche richieste sulla serie 
u(0, 0) — u* (0,6), cosa che in generale riesce abbastanza agevole. In quest’ordine 
di idee sono studiati i problemi di Dirichlet e di Neumann (interni ed esterni) per 
’equazione Azu— k?u= (0 in un cerchio, e gli analoghi problemi per l’equazione 
Au — ku=0 (con A operatore di Beltrami) in una calotta sferica. 

$ F. Rosati. 

Walter, Wolfgang: Über ganze Lösungen der Differentialgleichung Au — f(u). 
J.-Ber. Deutsch. Math.-Verein. 57, 94—102 (1955). 

Anknüpfend an Ergebnisse von Haviland und vom Ref. beweist Verf. den Satz: 
Die positive Funktion f(s) sei stetig für — oo <s< 00 und erfülle eine der beiden 
Bedingungen: (B,) Es gibt zwei Konstanten k>0, «> 0, so daß fo) > sıi4 
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für alle s>k gilt; oder (B,) Es gibt eine Konstante %k und eine Funktion g(s) 
die für s>%k positiv, konvex und <f(s) ist und für die das Integral 


N? 


je 6) s — 1/2 
, (J gt) a) ds konvergiert. Dann gibt es keine für alle reellen x, %,...,& 


(n = 2) zweimal stetig differenzierbare (= ganze) Lösung der Differential- 
ee a — f(u). Dieser Satz gilt auch noch, wenn in der allgemeineren 
 Differentialglei Ri ; j ] Ei 
EN Au (u) ._ Fa, u Us U Ugı n .) F eine nichtnegative 
st. Falls f(u) stetig, positiv und konvex für große u ist, dann ist die 

[e,e} 


| s u 
Divergenz des Integrals [ W 10a ds eine notwendige und hinreichende 
ö 


Bedingung für die Existenz ganzer Lösungen. Die Sätze enthalten das spezielle 
Resultat: Es gibt keine für alle reellen x, 29... %, n > 2, zweimal stetig 
differenzierbare Lösung der Differentialgleichung Au = e*. "Zum Beweis werden 
Hilfssätze über subharmonische Funktionen und die Methode der Differential- 
ungleichung herangezogen. H. Wittich. 

Hartman, Philip and Aurel Wintner: Partial differential equations and a theorem 
of A. Kneser. Rend. Circ. mat. Palermo, II. Ser. 4, 2337—255 (1955). 

Verff. beweisen für positive Lösungen der Differentialgleichung (*) Aw-+fu = 0 
in 3 Variablen (f wird als H-stetig und nicht positiv im ganzen Raum vorausgesetzt): 
(i) Die Differentialgleichung hat genau eine Lösung der Gestalt u=r» (a), 


m yeı 7/29, ms) =l Tr = V (a2)? 1 (22)2 7 (z2)2; (Mi) für 
r>0 
zwei Lösungen ı,, u, der obigen Gestalt, die Au, + fi, = 0 bzw. Aw + fyw = 0 
erfüllen, gilt u, < u, als Folge von f, > f}. Dadurch lassen sich die Lösungen von(*) 
durch die von Au+f,u=0 und Au+fPu=0 eingrenzen (fy(r) = Min f(x), 
je|=r 


I a f(x)), die sich auf gewöhnliche Differentialgleichungen reduzieren. 
z|=tr 
Weitere Sätze über Integrierbarkeit sowie das Verhalten für r > ©© folgen. 
Joachim Nitsche. 

Matsushita, Shin-ichi: Theor&me de Krein-Milman et le balayage de mesures 
dans la thöorie du potentiel. I. Proc. Japan Acad. 31, 643—647 (1955). 

Soit dans Rr un compact K (l’A.ne considere que la fermeture d’un domaine 
borne) de frontiere I. Les potentiels newtoniens finis continus de masses > 0 dont 
le support compact est dans le compl&mentaire de K forment un espace vectoriel H 
muni de la norme de la convergence uniforme. Le dual faible H” contient l’ensemble 


M des formes lineaires du type u (f) = I du ou fEH et oü west une mesure > 0 
sur K, de total 1. Les points extr&maux de M“ sont les formes Hi fdv oü les v sont les 
masses-unite en certains points de I‘. D’apres le theoreme de Krein et Milman tout 
u est de la forme [ fdur oü ur est une mesure > 0 sur /. Ce ura un potentiel 


egal ä celui de u hors de K et cela suffit dans certains cas A l’identifier au potentiel 


obtenu par „balayage‘“‘ ou „extremisation“ (6gal & la plus petite fonction surharmoni- 


que >0 valant f hors X). M. Brelot. 
Brelot, Marcel: Topologies on the boundary and harmonie measure. Lectures 
on Functions of a complex Variable 85—103 (1955). j 
| Bericht über neuere Untersuchungen. Es wird zunächst das Dirichletsche 
Problem und seine Lösung im Sinne von Wiener und Perron skizziert. Ihre Unter- 
suchung in Randnähe gibt Anlaß zur Einführung einer besonderen, der sogenannten 
feinen Topologie, die gekennzeichnet ist als die schwächste Topologie, in der die sub- 
harmonischen Funktionen stetig sind, und der dünnen Mengen, das sind die Komple- 
mente von Umgebungen im Sinne der feinen Topologie. Mit diesen Begriffen lassen 
sich die irregulären Randpunkte leicht charakterisieren. Schließlich kommen die 
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Verallgemeinerungen des Dirichletproblems zur Sprache: Auf relativ kompakten 
Gebieten eines sogenannten E-Raumes (einer Riemannschen Fläche im zweidimen- 
sionalen Fall), auf Greenschen Teilgebieten eines solchen (das sind Gebiete, für die 
die Greensche Funktion existiert), wobei der ideale Rand als Alexandroffpunkt 
aufgefaßt wird; wenn man endlich den mit einer zulässigen Metrik versehenen 
Greenschen E-Raum vervollständigt, so kommt man zu einem neuen Randbegriff 
und dem „verzweigten Dirichletschen Problem‘‘, das bei einfachem Zusammenhang, 
im zweidimensionalen Fall in bekannter Weise durch konforme Abbildung und da 
Poissonsche Integral gelöst wird. H. Grunsky. 


Ullman, J. L.: Regularity eriteria in potential theory. Lectures on Functions: 
of a complex Variable 385—386 (1955). 

Durch Kombination des Wienerschen Regularitätskriteriums beim Dirichlet- 
schen Problem in drei Dimensionen mit einer hinreichenden Regularitätsbedingun 
von Royden (dies. Zbl. 46, 105) gewinnt Verf. einen Satz, dessen Richtigkeit auchi 
unmittelbar einzusehen ist. Er wirft ferner die Frage nach der Möglichkeit einer 
Verschärfung der Roydenschen Bedingung zu einer notwendigen und hinreichenden 
auf. H. Grunsky. 

Durand, Emile: Une expression simple de la solution du probl&me de Dirichlet 
dans le plan. C.r. Acad. Sci., Paris 241, 1452—1454 (1955). 

La solution du probleme de Dirichlet pour un domaine plan dont la frontiere est 
une courbe (© est presentee comme la partie reelle de la fonction 


b} 


1 g’ (z,) ey 

Fe) =— | V(M 2 
een 
ol g(z) est une transformation conforme faisant correspondre l’axe reel du pla 
C=&E+inälacourbe OÖ du plan2=x-+iy. y designe l’angle que forme la nor- 
male interieure & C avec l’axe des x, V(M) est la fonction donnede, definie sur (© 


J. Görski. 


Louhivaara, Ilppo Simo: Über das zweite und dritte Randwertproblem für die 
Differentialgleichung u, + uyy+qgu-+f=0. Ann. Acad. Sci. Fennicae, Ser. A] 
203,14 52. (1955). 

Dem Verf. waren offenbar viel allgemeinere bereits klassisch gewordene Unter: 
suchungen von Visik, Garding, Browderu.a. unbekannt. (vgl. dies. Zbl. Visik: 
39, 320; 44, 95; Gärding, Math. Scand., 1, 237—255 (1953); Browder, 50, 97' 
Ehrling, 56, 323. K. Maurin. 

Rosati, Francesco: Proprietä integrali delle funzioni iperarmoniche in un domini« 
ellittico. Ricerche Mat. 4, 114—125 (1955). 

Sia u(z, y) una funzione n-iperarmonica nel dominio ellittico 0 < x2/a2 + 
Yalbarı iessiara = be .0.89 =y(a —b)/(a+b), p=t(a-+b)g. Si consideri 
per 1<o<1/g, 0<9d< 2n, la funzione w(0, 6) definita dalla 

w(0,0) = u(p (0 + 1/o) cos 6, p (o — 1/e) sin 9). 


2n 


1 ; 
Posto,'per k=0, PIE 57 Hi w(0, 0) eik% d9, 1’A. prova chs 
ö 


le c.(o) sono funzioni del tipo seguente: 


S; n—1 1 i A \ i g f 
c. (0) = Ayo" + Bo ae (Ao” LBNo* 7 LAN FA e 


0) (G ;) j . 
over AB An BO, sono delle costanti legate dalle seguenti relazioni 
(k) k) j j ; ; 
A, — Bl, = per, olklen; Ar — Alu. BVzn 
E. De Giorgi. 
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Variationsrechnung;: 


e Grüss, Gerhard: Variationsrechnung. 2. Aufl., erw. u. herausgeg. v. 
W. Meyer-König. Heidelberg: Verlag Quelle & Meyer 1955. VIII, 282 S. 39 Abb. 
Hin. DM 14,—. 

In den ersten neun Zehnteln des bekannten Büchleins, die photomechanisch 
nachgedruckt worden sind, hat der Bearbeiter nur zahlreiche kleine Änderungen vor- 
genommen, deren umfangreichste eine abgeänderte Herleitung der Multiplikatoren- 
regel beim isoperimetrischen Problem ist. Dagegen ist, um den Bedürfnissen der 
Praktiker stärker entgegenzukommen, der letzte Paragraph über die direkten 
Methoden durch ein 50 Seiten starkes Kapitel über den Gegenstand ersetzt worden. 
_ Hier wird die allgemeine Methode und der Begriff der Minimalfolge durch Beispiele 
_ erläutert, sodann werden beim Sturm-Liouvilleschen Eigenwertproblem die Mini- 
_ mum- und „Minimax‘-Eigenschaften der Eigenwerte hergeleitet, zuletzt wird das 
Ritzsche Verfahren besprochen und wiederum durch Sturm-Liouvillesche, z. T. nume- 
risch vorgerechnete Beispiele illustriert. H. Boerner. 

e Ljusternik, L. A.: Kürzeste Linien. Variationsaufgaben. (Populäre Vor- 
lesungen über Mathematik, Heft 19.) Moskau: Staatsverlag für technisch-theoreti- 
sche Literatur 1955. 1038. R.1,50 [Russisch]. 

The known author of the Russian book ‚The foundations of the calculus of 
variations‘‘ (Moscow 1935) presents in this popular booklet the basic variational 
problems related to the curves of the shortest length. The book is dıvided into two 
lectures with six chapters and contains: the distance problems, geodesics, Clairaut’s 
theorem, isoperimetric problems, the brachistochrone, the catenary, the minimum 
surface of revolution, evolutes, curvatures, Fermat’s principle, the curve of the re- 
fraction, analogy between mechanics and optics, etc. Using chiefly graphical methods 
and figures (102 fig.) the explanations are clear and on a level of the basic knowledge 
on mathematics and mechanics; for that reason the proofs are not very adequate what 
is comprehensible for the book of this sort recommended for those needing the basic 
informations on this mathematical region. The content of the 1st lecture coineides 
with the author’s brochure „Geodesics“ (Moscow, 1940). The paper and the 
print are good. D. Raskovic. 

Pucei, Carlo: Sulla risoluzione di un problema isoperimetrico. Ann. Mat. pura 
appl., IV. Ser. 39, 3933—400 (1955). 

Ausgehend von einer von M. Picone stammende Frage nach der Gestalt des- 
jenigen Schiffskörpers, der bei vorgegebenem horizontalen Deck und gegebener 
Wasserverdrängung die kleinste Oberfläche aufweist, wenn alle horizontalen Schnitte 
zum Deck ähnlich sind, behandelt Verf. das sinngemäß in eine etwas allgemeinere 
Form gebrachte Extremalproblem und erörtert ausgehend vom analytischen Ansatz 
Existenz, Eindeutigkeit und Ermittlung der Lösung. H. Hadwiger. 


Castro Brzezicki, A. de: Extremalkurven des Variationsproblems d [ f(x.» )ds 
— 0. Revista mat. Hisp.-Amer., IV. Ser. 15, 71—78 (1955) [Spanisch ]. 

Verf. behandelt die Aufgabe 6.J = 0 der Überschrift, worin x die Krümmung 
bedeutet, bei ebenen und räumlichen Kurven. Er berechnet zuerst die Variationen 
von xund x’ = dx/ds, dann mit ihrer Hilfe öJ [auf 8. 73, 2. 6, lies wohl (w' + ov) 
statt (w’ + ow); in [1], S. 74, streiche links das vierte Glied]. Aus 6J = 0 folgen 
zwei Eulersche Differentialgleichungen (Dgln.) €, deren zweite in der Ebene e von 
selbst erfüllt ist. Im Raume führt sie zu einem ersten Integral, das man benutzen 
kann, um € unter Erniedrigung der Ordnung von fünf auf zwei durch ein System 
von drei Dgln. mit schiefsymmetrischer Determinante zu ersetzen. Diese Eigenschaft 
bringt es in Beziehung zu Frenets Formeln und gestattet die Cartesischen Koordi- 
naten der Extremalenpunkte durch Quadraturen zu finden. (Die Nrn. [7], [8], auf 
die Verf. sich $. 77 bezieht, sind den damit bezeichneten Formeln auf 8. 76 nicht 
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beigefügt.) — Beispiele: 1. f(x, x’) = p(x), Radonsche Aufgaben. 2. f(x, x’) =: 
2 x' ine; x wird eine lemniskatische Funktion des Bogens. u. In losem Zusammen- 
hange mit dem Vorhergehenden löst Verf. unmittelbar geometrisch durch eine Cornu-> 
sche Spirale eine Aufgabe über Anlage von Wegen hoher Fahrgeschwindigkeit. 
L. Koschmieder. 
Indritz, J.: Applications of the Rayleigh Ritz method to variational problems. 
Pacific J. Math. 5, 765—797 (1955). 
R sei ein ebenes ein- oder mehrfach zusammenhängendes beschränktes und ab-- 
geschlossenes Gebiet, dessen Rand aus einer endlichen Anzahl von geschlossenen, , 
sich nicht überschneidenden regulären Kurven der Klasse c* besteht. Es wird nach ı 
einer Funktion y, gefragt, die auf dem Rand von R vorgeschriebene Werte annimmt; 
und dem Integral 


ty) = SS lay2 +byP? +ey?+2fy)dady 
R 


den kleinsten Wert erteilt. Verf. zeigt, daß sich jede zulässige Funktion % dieses; 
[ee] 


Variationsproblems durch eine Entwicklung y=9g-+ = b,f, (x, y) darstellen läßt, , 


in welcher g eine die Randbedingungen erfüllende Funktion der Klasse c# ist, die 
fı(z, y) ein orthogonales Funktionensystem bilden und die b die ‚‚Fourierkoeffizienten“ 
dieser Entwicklung sind. Es wird eine Abschätzung des Restes dieser Entwicklung; 
in Abhängigkeit von n und k angegeben, außerdem hinreichende Bedingungen für ' 


die Konvergenz der Folge V 6 4 ss b, h mit einer Aussage über die Schnellig- : 
ı=1 
keit der Konvergenz. Ist y, eine zulässige Funktion, welche J [y] den kleinsten . 


oo 
Wert erteilt, dann liefert die Entwicklung =9-+ 50, f, mit 
-=1 


= —SStnanay— SS tagetutbwh,n test) dx dy 


eine explizite Darstellung der Lösung des Variationsproblems. Am Schluß der Arbeit 
wird ein verallgemeinertes Variationsproblem mit denselben Randbedingungen be- 
trachtet, nämlich 


D’ = Jay? + by + cyM)? dudy. 
W.Quade. 
Integralgleichungen. Integraltransformationen : 


o Schmeidler, Werner: Integralgleichungen mit Anwendungen in Physik und 
Technik. Teil I: Lineare Integralgleichungen. (Mathematik und ihre Anwendungen 
in Physik und Technik, Reihe A Bd. 22.) 2. Aufl. Leipzig: Akademische Verlags- 
gesellschaft Geest und Portig KG 1955. XII, 611 S. DM 38,—. 

Sato, Tokui et Akira Iwasaki: Sur l’&quation integrale de Volterra. Proc. 
Japan Acad. 31, 395—398 (1955). 

In einer früheren Arbeit hatte T. Sato (dies. Zbl. 52, 107) die nichtlineare 


% 
Volterrasche Integralgleichung u (x) = f(x) + H K(x,t,u(t))dt betrachtet bei 
0 


stetigem f(x) und K (x, t, u). Die Ergebnisse werden auf den Fall übertragen, daß 


— im wesentlichen — f(x) und K (z,t,u) meßbar und beschränkt sind, darüber 
hinaus X (x, t, u) in x und u für fast alle t stetig. R. Iglisch. 


Steinberg, J.: Sur une elasse d’&quations integrales singulieres. Technion, 
Israel Inst. Techn., sci. Publ. 6, 85—93 (1955). 


Sei ® ein linearer Differentialoperator n-ter Ordnung; die Differentialgleichung 
(1) Dy= 0 heiße gegenüber der durch X f = Hi K(s, t) f(t) dt definierten linearen 
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Integraltransformation X invariant, wenn mit® n==0 jedesmal auch OKn=0 


gilt. Stellt nun y,,..-, 4, ein Hauptsystem von Lösungen der Gleichung (1) dar 

und ist (1) gegenüber X invariant, so gilt offenbar X y, = 53 KG ND = hosn), 
. 2 . r zı 

mit wohlbestimmten Konstanten k,, (;q9=1,...,n). Ist überdies o, ein (not- 


wendig von Null verschiedener) Eigenwert der Transponierten von (k,,), so stellt 
Ay = 1/o, einen Eigenwert der Integralgleichung Y-AXY=0 dar. Verf. 
‚gewinnt im Anschluß hieran folgende Ergebnisse: Sei Ä (u) eine Funktion der kom- 
 plexen Variablen v= u’ + iu”, welche den nachstehenden Bedingungen genügt: 
a) K (u) ist regulär analytisch in einem zur w-Achse parallelen und diese enthaltenden 
Streifen 8. b) Bei beliebigem r>0 gilt: IX (u)| = o(|w |) für |u| > oo mit ve. 
+00 
ce) Es sei E = f K(u) du =0. Dann besitzt die Integralgleichung (2) f(s) = 
£ — 00 
+% 
j ii K (u s—t) f(t) dt= 0 [in welcher der Parameter u als von einer Einheitswurzel 
— 00 

verschieden vorausgesetzt und eine geeignete Annahme bez. der zulässigen Funktionen 
f(s) gemacht wird] die Eigenwerte A, = A, u!" (n=1,2,...), und zu jedem As 
gibt es (bis auf einen konstanten Faktor) genau ein Polynom P,_,(s), welches die 
Gleichung (2) erfüllt; sein Grad ist n — 1. Werden darüber hinaus die P, so normiert, 
daß der Koeffizient der höchsten Potenz gleich 1/n! ist, so bilden diese Polynome 
eine Appellsche Folge, d.h. es gilt P\=P,, n=132,...). Anschließend be- 
handelt Verf. noch den Fall, daß u von der Form exp (2ri M/N) [M,N ganze 
Zahlen mit (M, N) = 1] ist. Unter Verschärfung der Eigenschaft b) wird gezeigt, 


daß dann N (disjunkte) Gebiete &, (n=1,...,N) existieren mit folgenden Eigen- 
m 
schaften: ©) A,€E&, (n=1,...,N; , =Au). ß) Jedes Ace U ©, ist Eigen- 
n=1 
wert der Integralgleichung (2). H. Pachale. 


Jaeckel, K.: Herleitung von Umkehrformeln und Identitäten zur Behandlung 
besonderer Integralgleichungen. Z. angew. Math. Mech. 35, 474—475 (1955). 

Aus’der Fourierschen Reihe einer ungeraden periodischen Funktion /'(p), 
die eine stetige zweite Ableitung besitzt, und der Darstellung ihrer Fourierkoeffi- 


zienten durch Integrale über ih (p) ergibt sich die Identität 


sin mp sin NY A 


(1) Tg) = = vo yer 


n=1l 


[0,0] » . 
> B =) R Di) 
Wird der hier auftretende Kern als iterierter von IK = 2 a en es dargestellt, 
n=1l 


so folgt, falls T (p) eine „normale‘“ Funktion ist, aus (1) die weitere Identität 
Tr > 1— cos(y-+®) 1— cos(p +9) 
N | ee I 1-— cos(y — Ö) in) N 1- cos(p — 9) a 

Die letztere ist für die Anwendungen der ebenen Tragflügeltheorie von Bedeutung 
 (Prandtlsche Zirkulationsgleichung), da sich vermöge dieser Identität die dort auf- 

tretende Integro-Differentialgleichung in eine gewöhnliche Integralgleichung um- 
wandeln läßt. Eine entsprechende Identität gilt für den Fall, daß ]'(p) eine gerade 
periodische Funktion ist. W. Quade. 

Vigranenko, T. L.: Über das Cauchysche Problem von Integrodifferential- 

- gleichungen in den partiellen Ableitungen erster Ordnung. Uspechi mat. Nauk 10, 
Nr. 2 (64), 147—152 (1955). [Russisch]. 
L’A.. considdre l’&quation (1) X [u] = h. K(M,N) Y[u) dN oü 


n cu x ou 
xm=- KM, rW=EHNg + Y... (N) u(N) 
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et en cherche une solution qui verifie les conditions (Probleme de Cauchy): 2, = 
lila ni) (keil2, rn ru re t,_1)5 9 Y $tant des 
fonctions continues et derivables par rapport & tous leurs arguments. Il ramene (1) au 
systeme &quivalent 

= — X,(M), dw 3 [KOMN) Ya dN, &=1,2,...,n). D’autre part il 

5 D 

suppose connues dans D les solutions du systeme da,/ds = X, (M),(k=1,2,...,n), 
mises sous la forme (2) = %(Styta--.tn.,), et qui verifient des conditions 
initiales’ =, = 9 (stern ta) (k=1,2,..,,n). Enfn PA, suppose quo l’ on peus 
calculer les fonetions: s=Y(%, %,..,%, &=% (2%...) Dansveıs 
conditions, il montre que le probleme de Cauchy pour (1) se ramene & la r&solution 


de l’equation (3) u(M)=6(M)-+A [Prm, N) Y[u] dN ou 0(M) = P(yı, 9a ---Yn-1)» 
D 


s 
P(M,N) = L(y,yY 3 Yna)» LS tip - - Sta; N) ze K(&, £yp..., &,, N) ds, 


(%;)1<i<„ donnees par (2). Il montre que, pour tout N fixe dans D, P(M, N) est so- 

lution de l’equation: X[u] = K(M,N) et que la resolution de (3) se ramene & 

celle de l’&equation 

v(M)=D(M)-+1 fo (M,.N)V(N)daN.- oa D(M)= Tl, QUINN Zr 
D (2i) 

L’A. etudie ensuite le cas oü A est valeur propre du noyau. S. Vasilache. 

Ehrenpreis, Leon: Completely inversible operators. Proc. nat. Acad. Sci. USA 
41, 945—946 (1955). 

Wenn die Faltungsgleichung W*»S = [T, wo W eine Distribution mit kom- 
paktem Träger ist, für jede Distribution 7 eine Distribution S als Lösung hat, so 
heißt W vollständig umkehrbar. W hat diese Eigenschaft dann und nur dann, wenn 
die Fourier-Transformierte %(W) langsam abnehmend ist. Dieser Begriff ist so 
definiert: @ sei der Raum der Distributionen mit kompaktem Träger auf dem 
euklidischen R*, E’ sei die Fourier-Transformierte von €. Eine Funktion Jc E’ 
heißt langsam abnehmend, wenn positive Zahlen a,b, c existieren derart, daß man 
zu jedem Punkt x€ R* einen Punkt ye R” finden kann mit |e— y| < a log (1+-|x]), 
Ko)lzbii tu. @G. Doetsch. 

Rooney, P. G.: A generalization of some theorems of Hardy. Trans. Roy. Soc. 
Canada, Sect. III, III. Ser. 49, 59—66 (1955). 

Soient p(x) une fonction definie pour x > 0, f(s) sa transformee de Laplace 

x oo 


0<s<+%), E)=-atfyphd, n(d)= S tplldt. On sait que pe 


0 c 
I? (0, +00) entraine &EEI?(0,+00) (pour 1<p<- oo), ne L? (0, + ©) 
(pour 1Sp<+o) et s!f(shEIL(0,+c0) (pour I<p<-t 00). "LAG 
prouve que ces r6sultats sont encore valables pour les espaces A (a, p) et M (, p) de 
G.G. Lorentz (ce Zbl. 35, 356) moyennant quelques conditions sur & et p: 
Les d&monstrations sont des combinaisons variees du theor&me de Fubini, de l’in- 
€egalite de Hölder, et d’integrations par parties. J. Dixmier. 


Sarkar, @. K.: On certain theorems on operational caleulus and some properties 
of the generalized k-function of Bateman. Bull. Caleutta math. Soc. 47, 81—86 
Klyas): 


Es wird f(p) = h(x) gesetzt, wenn f(p) = r| e?® h(x) da ist. Aus f(p)=—=h(x) 


und p1/2 f(p\2) = aa 2o(1/e) folgt D(p)=-h(2 xU2). Ferner werden gewisse 
Integrale und Reihen ausgewertet, in denen ultrasphärische Polynome und Bate- 
mansche %-Funktionen yorkommen. @G. Doetsch. 
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Toscano, Letterio: Sul complemento della funzione gamma incompleta nel 
calcolo simbolico. Boll. Un. mat. Ital., III. Ser. 10, 484—488 (1955). 


It g(p)=»p il et f()dt (FD E(p)), und 
",%) =!) 1 -,Al;ae +1; rel +1], 


so wird bewiesen, daß 
Zap er 2), Al, 1-2 —a— P;t/le-A)) 
+ „Frl, i — er et + 1))] per Ic, p) IP, p) 
(&«<1l, f<1l; p>0). Durch Spezialisierung von & und ß erhält Verf. weitere 
' Formeln. St. Fenyö. 


Standish, Charles: A generalization of the Poisson transform. Proc. Amer. 
 math. Soc. 6, 942—949 (1955). 


Ta A re 
Die Transformation f(2) = — al @ Nr 
mit der Poisson-Transformation zusammen, die von H. Pollard (dies. Zbl. 65, 96) 
behandelt wurde. In Verallgemeinerung der letzteren Ergebnisse gibt Verf. für die 
obige Transformation Umkehrungsformeln in Gestalt von Differentialoperatoren 
sowie eine komplexe Umkehrformel. @. Doetsch,. 

Riesz, Marcel and A. E. Livingston: A short proof of a classical theorem in 
the theory of Fourier integrals. Amer. math. Monthly 62, 434—437 (1955). 

A classical theorem due to Pringsheim states that if f(t) be of bounded 
variation on (— ©0,00) and tend to 0 as |i| > ©, then 


FR Fi 0 U 
ee t(t) eivt dt alle Dealer =), — 09.0 = &; 


dat), tallt tur A 0, B=C=1 


The authors here give a short self-contained proof of this theorem which, in the re- 
viewer’s opinion, is essentially similar to one given in Carleman’s „L’integrale de 
Fourier et questions qui s’y rattachent“, Uppsala, 1944, p. 11. J. Siddigt. 
Kareivadze, I. N.: Über eine Vertauschungsformel für Integrale. Soobstenija 
Akad. Nauk Gruzinskoj SSR 16, 3—10 (1955) [Russisch]. 
H(x,t) gehöre n 0<r<2n, 0<t<s2n zu L,(g> 1). p(x) gehöre zu 
L,(0, 2x) mit 1/p + 1/g= 1. Dann ist 
ar 27 27 27 
r L—s 
J H (x,t) a (5) cot ds N p (s) a 
wobei beide Seiten dieser Gleichung für fast alle x aus (0, 2) sinnvoll sind und zu 
L,(0, 2r) gehören. In diesem Sinne gilt auch 
27% Es Zn 27 2n a 
di cot” 5 ee | H (s, t) p(t) dt = p(t) 2 cot—,H(s, t) ds. 
Diese Verallgemeinerung M. Rieszscher Ergebnisse verwendet diese und die Ab- 
geschlossenheit des trigonometrischen Orthogonalsystems im L, zum Beweis. 
Nach Verf. ist das Resultat für den Fall, daß H (x, t) einer Hölderschen Bedingung 
_ genügt, bereits bei B. V. Chvedelidze (dies. Zbl. 54, 45) zu finden. 
| L. Schmetterer. 
| Chakravarty. N. K.: On symbolie caleulus of two variables. Bull. Calcutta 
_math. Soc. 47, 239—247 (19355): 
Sätze von folgendem Typus: Wenn f und durch eine Kette von Korrespon- 
_ denzen in der eindimensionalen Laplace-Transformation verbunden sind, so ist f(x y) 
mit p(pg), bzw. f(a/y) mit o(g/p) durch eine gewisse Korrespondenz in der zwei- 
dimensionalen Laplace-Transformation verbunden. @. Doetsch. 


H (x, t) cot en dt, 
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Chakravarty, N. K.: On symbolie calculus of two variables. Acta math. 935 
1-14 (1955). 

Die einstufige Laplacesche Abbildung 2! in ihrer Carsonschen Abwandlun 
sei durch f(p) C g(x), die entsprechende zweistufige 22 durch 9(p, 9) Cy(x, y) be- 
zeichnet. Verf. beweist eine auf die Folge zweier 2! und auf eine &? bezügliche Aus- 
sage A: Ist fm Crk(ia, pihpr)Co(m), so gilt: yp—Aln a (2 yıe) 
pe f({pug), wenn u>(0, Rei, Rev>-—1. Sonderfälle (A) v=1,u=1. 
ek 1. (Bi veallo = 2) eeun 2 NO, u=lß, j/=em+ 1 
Für Vorstehendes gibt Verf. eine große Anzahl von Beispielen, von denen hier nur 
wenige wiedergegeben werden können. Eines der Beispiele (e. d. B.) für A: h(2) = 
exp (- 22/2); [man benutze Tafeln der 2!] f(p) = I») pexp (p?/4) D_, (p), wo D 
Webers Funktion; 0) =" "It, (=°*12), wo .J, Wright’s Funktion. A liefert 


eig (PRIOR g exp (p*gla) D,(pfg).— 


B.d.B. für (A): h(x) =exp (-a a) (1 -+ B®=?)-1 gibt mit Lommels U-Funktiom 
e DET B\n-1 /. Pgt&PIrt% pg+ta.. Pte 

n 2 Val en : a Fr BU - = = 
yr u,(2Bxy, Ve=9)3(,) a(sin R Ci 3 cos Si 3 ): 


R.d.B. für (B): Mit h(x) = x" sin/2x erhält man 


) Vr (— 1)m 2 m+rj2—1]2 9-2» gm exp [— (4 2 q-!] Dies, (pigı, 
und Entsprechendes mit D,,„. Hier — und ähnlich in andern Fällen — wird demx 
Leser der Überblick dadurch erschwert, daß Verf. den Buchstaben » wieder benutzt. 


dem bei (B) der Wert 1 erteilt war. — E.d. B. für (©): f(p) =YpEi(— / p) führt: 


zu (2 y)U2 Ei [- (64 © yd)-1)) AnVpgEi(- VgV pP). — Formel (2. 30) auf 8. 9) 


akexp [2 9) W, mE I ApRFgR,„ (V 2gV perl) Rz (V 2gV pet). 
die dort als e.d.B. für (C) auftritt, scheint dem Ref. durchsichtiger unmittelbar 
aus Amit v=2k, u=1j2, A=0, h(a) = r% KR,„(2/%) zu folgen. — Als Fung, 
ort zweier seiner Sonderergebnisse nennt Verf. die Doktorschrift von P. Delerue. 
Sur le caleul symbolique & deux variables et sur les fonctions hyperbesseliennes 
(Montpellier 1951). Einige davon finden sich aber auch schon in dem vom Verf. nicht 
angeführten Werke von D. Voelker und G. Doetsch (V.-D.), Die zweidimensio- 
nale Laplace-Transformation (dies. Zbl. 40, 59). So die vom Verf. als schon bekannü 
vermerkte zweite Formel auf S. 5 und ihr Sonderfall (2. 121), ferner (S. 6) seine aufl 
(2.20) folgende Formel, weiter dort die beiden auf (x y)"'? ber, [und bei,] ( 2 Vxy) 
bezüglichen Formeln, schließlich (2. 261), (2. 271) (S. 8). Sie erscheinen in V.-@ 
auf S. 245, (2) und (4); 8. 234, (7) mit «=1, v=1j/2; S. 234, (76) und (75) mit! 
&=1; 8. 245, (5), (6). — Im letzten Abschnitt summiert Verf. operatorenrechnerisch 
drei mit Besselschen Funktionen 3. Ordnung gebildete Reihen; die dritte lautet 
BU ———— B\(m+n)]3 Ser r a 
Im Baer)" lm)" Imnmelaa le) Br <a 


r! 
Tr= 


Zum Schluß findet er mit dem Faltungssatze den Wert eines Integrals, in dessen 
ee das er, zweier Wrightscher Funktionen steht. ZL. Koschmeie 
ilpi, Yrjö: Zur Theorie des mehrdimensi Ri; 

Acad. Sci. Fennicae, Ser. AI 205, 13 S. (1955). Pen a u u 
Verf. betrachtet folgendes Momentenproblem: Sei 0(A) = 0(A,,4 ).,) eine 

im .R" definierte n-dimensionale Distributionsfunktion deren Wat 2 Si 

2.4 2, ‚deren Spektrum ein abgeschlossener Bereich im R* ist und die die Bedingun. 

gen 


0) Kyıs»»’n le 22°: Ras An do (A) ee 0, Saar Kyıs-..Yn reell) 
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erfüllt. Gesucht sind notwendige und hinreichende Bedingungen dafür, daß eine 
Funktion o(A) mit den obengenannten Eigenschaften existiert. Zur Untersuchung 
des aufgestellten Problems betrachtet Verf. den von der Menge ® der Polynome 
P(A,,...,/,) aufgespannten Raum %,(o) und assoziiert ihn mit einem (abstrakten) 
Hilbert-Raum 9 in der Weise, daß dem Polynom P(A,,...,4,) das Element 
P(H,,..., A, f (fe$9) entspricht, wobei die A,,..., A, gewisse symmetrische 
Transformationen in 9 darstellen. Verf. beweist sodann einen Satz über die mit 
den eindimensionalen Momentenproblemen 

(2) I oe 2, nn, 0 Tale v) 
verknüpften (s. Y. Kilpi, dies. Zbl. 56, 345) symmetrischen Transformationen und 
‚gewinnt hieraus schließlich folgendes Ergebnis: Sei (1) lösbar; wenn dann die ein- 
'dimensionalen Probleme (2) jeweils höchstens eine Lösung besitzen, so gilt dies auch 
Für (1). H. Pachale. 


| 
'Funktionalanalysis. Abstrakte Räume: 


e Bourbaki, N.: Elements de math@matique. XVII. 1. part.: Les structures 
fondamentales de l’analyse. Livre V.: Espaces vectoriels topologiques. Chap. IIL: 
 Espaces d’applications lineaires continues. Chap. IV.: La dualit& dans les espaces vec- 
toriels topologiques. Chap. V.: Espaces Hilbertiens (Theorie el&mentaire). Diction- 
naire. (Actualites scientifiques et industrielles Nr. 1229). Paris: Hermann & Cie. 
1955. 190 p. 2000 Frs. 

Dans ce volume, l’A. continue l’exposition des fondements de la theorie des 
espaces vectoriels topologiques, encadree dans son systeme general. Pour le com- 
prendre, il faut connaitre une bonne partie des livres de topologie generale et d’alge- 
bre. Dans le chapitre III, on etudie les topologies localement convexes dont on peut 
munir l’espace des applications lineaires et continues &(E, F), oü E et F sont des es- 
paces localement convexes. Ce sont des topologies de convergence uniforme sur des 
familles & d’ensembles bornes dans E (par example, convergence simple, convergence 
compacte, convergence bornee). Parmi les espaces localement convexes, on distingue 
les espaces tonnel6s, caracterises par une sorte de eompletitude: toute seminorme 
inferieurement semicontinue est continue. Une attention speciale est donnee aux 
parties bornees et aux parties &quicontinues dans Le (E, F). Notons le theoreme 
suivant duquel on deduit le theoreme de Banach-Steinhaus; si E est tonnel6, alors 
toute partie simplement bornee (bornde pour la topologie de la convergence simple) 
dans &(E,F) est equicontinue. Pour les applications bilineaires on prefere l’hypocon- 
tinuite [si nous notons u(z, y) — u,(y) = u, (2), cette propriete revient & la con- 
tinuit6 des applications x > u, et y> %]. Le chapitre IV contient la the&orie 
de la dualite, eulminee par la caracterisation des espaces r6flexifs. L’instrument 
de recherche y est constitue par les relations entre les topologies faibles et fortes, en 
faisant intervenir constamment les ensembles bornes, equicontinus vu compacts. 
_Parımi les espaces reflexifs on remarque les espaces de Montel, dans lesquels tout 
ensemble born& est relativement compact. Notons aussi les relations entre la conti- 
nuite forte et la continuite faible d’une operation lineaire et de sa transposede. Un 
 paragraphe est consacre ı la dualit6 des espaces de Banach. Du chapitre V, notons 
les titres des paragraphes les plus importants: formes hermitiennes, sous-ensembles 
 convexes, sous-espaces vectoriels et projeeteurs, dual d’un espace hilbertien, somme 
"hilbertienne externe d’espaces hilbertiens, familles orthonormales. Un tres grand 
nombre de questions qui constituent des chapitres importants de l’analyse fonetion- 
nelle sont proposees comme exercices. @G. Marinescu. 

Ohira, Keishiro: Remarks on duality in linear spaces. Kumamoto J. Sei., Ser. A 


3, 125—128 (1955). 
Zentralblatt für Mathematik. 66. 
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Soient E un espace localement convexe separe, E* son dual topologique. Las 
k-topologie sur E* est la topologie de la convergence uniforme sur les parties com- 
pactes de E. Theoreme: si la k-topologie sur E est compatible avec la dualite entr 
E et E*, l’enveloppe convexe fermee K’ d’une partie compacte K de E est compacte. 
Demonstration (d’apres A. Grothendieck): le bipolaire de X dans # est faiblement 
compact (comme le remarque 1’A.), done faiblement complet, donc complet; done K’, 
qui est precompacte, est complete et par suite compacte. L’A. deduit de lä les con- 
ditions de validite du theoreme de dualite de Pontrjagin pour E (cf. M. F. Smith, 
ce Zbl. 47, 107). J. Dixmier. 

Mori, Tuyosi, Ichirö Amemiya and Hidegorö Nakano: On the reflexivity of semi- 
continuous norms. Proc. Japan Acad. 31, 684—685 (1955). 

Es sei R ein halbregulärer Raum, AR sein konjugierter Raum. Eine Pseudonorm 
|la|| auf R heißt reflexiv, wenn gilt ||a|| a a | (a)|, wobei # die Elemente au 

älls 


dem bezüglich der Pseudonorm konjugierten Raum R’’ durchläuft. Es wird bewiesen, 
daß jede halbstetige Pseudonorm auf AR reflexiv ist. Es folgt daraus, daß die starkes 
Topologie auf R reflexiv ist und mit der Topologie der gleichmäßigen Konvergenzz 


auf den schwach beschränkten Mengen von R. übereinstimmt. @. Köthe. 

Hukuhara, Masuo et Yasutaka Sibuya: Sur l’endomorphisme complötementt 
continu. Proc. Japan Acad. 31, 595—599 (1955). 

Soit R un espace vectoriel topologique oü la topologie est definie par la donneer 
de suites convergentes. Les AA. disent qu’un endomorphisme continu L de R estt 
completement continu s’il transforme un voisinage de 0 en un ensemble (relative-- 
ment) compact au sens des suites convergentes. Alors, les resultats principaux: 
de Riesz sont applicables. J. Dixmier. 

Pasqua, Dario del: Su una nozione di varietä lineari disgiunte di uno spazio» 
di Banach. Rend. mat. e Appl. 13, 406—422 (1955). 

L’A. etudie d’une maniere plus syst6matique l’indice de disjonetion de deux: 
sous-espaces lineaires, non necessairement fermes, defini par E.R. Lorch (ce Zbl.. 
20, 307) pour les sous-espaces fermes. La g@n6ralisation n’est pas essentielle, parce: 
que MEN] = IM, N]. II Pemploie ensuite pour retablir quelques proprietes des: 
projeetions et des fonctionnelles lin&aires. G. Marinescu. 

Pavel, Monica: Theoremes d’extension dans les espaces veetoriels norm6s.. 
Comun. Acad. Republ. popul. Romine 5, 11383—1138, russ. und französ. Zusam-. 
menfassg. 1136—1137, 1137 (1955) [Rumänisch]. 

L’A. introduit quelques termes employes dans la topologie generale, sans 
apporter aucun resultat nouveau. Le th&oreme 1est un fait bien connu, dans l’&nonee 
duquel on emploie le terme ‚‚rötracte lindaire“ au lieu de „projeetion“. Le theoreme 2 
alfirme, en fait, la, possibilit& de prolongement d’une operation lindaire et continue 
& valeurs dans une projection d’un produit topologique de droites. La d&monstration 
est basee sur la proposition inexacte suivante: „l’operation h peut &tre prolongee- 
jusqu’a une fonctionnelle lineaire et continue h“. @. Marinescu. 


Pavel, Monica: Quelques observations sur P’inversion des applications lin6aires 
et continues des espaces vectoriels topologiques. Comun. Acad. Republ. popul. Ro- 
mine 5, 1569—1572, russ. u. französ. Zusammenfassg. 1571 (1955) [Rumänisch]. 

L’A. transerit quelques propositions du livre de N. Bourbaki (Espaces vec- 


toriels topologiques, Chap. I—II, ce Zbl. 50, 107), avec le terme ‚„retracte linsaire* 
au lieu de „projection‘“. 


G. Marinescu. 
Singer, Ivan: Contributions & la theorie des lattices vectorielles norm6es (KB- 
lineaux). Acad. Republ. popul. Romine, Studii Cere. mat. 6, 79—128, russ. u. 
französ. Zusammenfassg. 128—131, 131—134 (1955) [Rumänisch]. 
Soit E une lattice vectorielle norm&e, satisfaisant & la condition «|< ]y] > 
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Ilz|| < ||yI|, et £* son dual. L’A. introduit dans E* la notion d’ensemble positive- 
ment total, par la condition suivante: f(x) > 0 pour tout f de l’ensemble implique 
x > 0. A Y’aide de cette notion, il donne une nouvelle definition A l’el&ment unite de 
Kakutani (dans EZ). Il definit aussi les el&ments quasi-constants par rapport & un 
ensemble positivement total F dont tous les elöments ont la norme 1. L’el&ment 
x€ E est appel& quasi-constant par rapport & F si f(x) =c pour tout fEF. Si 
c— 1, l’element x est appel& une quasi-unite. On demontre que la definition de la 
quasiunite ne d&pend pas de l’ensemble F choisi. Remarquons aussi une classification 
‚des lattices vectorielles norm&es selon l’existence ou la non-existence d’un el&ment 
unite, defini par divers auteurs. L’idee initiale de l’A. &tait de gen6raliser aux lattices 
vectorielles norm&es la notion valeur d’une fonction dans un point. Il y parvient en 
‚quelque sorte par un th&oreme de representation de E dans CO (F). @G. Marinescu. 

Christeseu, Romulus: Un theor&me sur la representation des op6rations lin6- 
aires.. Comun. Acad. Republ. popul. Romine 5, 655—658, russ. und französ. Zu- 
'sammenfassg. 658, 658—659 (1955) [Rumänisch]. 

Soit X un espace de type Ä avec unite, dont les elements f sont des fonetions 
reelles mesurables sur un ensemble 7, et Y un espace de type K regulier (terminologie 
de L. Kantorovitch). Les operations (00)-lineaires de X & Y, positives, sont mises 


sous la forme U(f) = [ro dm(t), oü m est une mesure & valeurs dans Y. 
z 
G. Marinescu. 
Cristeseu, Romulus: L’operateur-produit dans les espaces lineaires semi- 
ordonn6s et ses applications. Acad. Republ. popul. Romine, Studii Cerc. mat. 
6, 357—493 u. russ. u. französ. Zusammenfassg. 479—491 (1955) [Rumänisch]. 
Cristescu, Romulus: De la definition du produit en K-espaces. Acad. Republ. 
popul. Romine, Bul. sti., Sect. Sti. mat. fiz. 7, 553—564 u. russ. u. französ. Zu- 
sammenfassg. 562—564 (1955) [Rumänisch]. 

Soient X, Y,Z trois lattices vectorielles. L’A. considere des op£Erations biline- 
aires definies sur certaines parties de X x Y et & valeurs dans Z, et etudie diverses 
proprietes de ces op6rations, suggerees par les proprietes imposees par B. Z. Vulich 
& son produit (ce Zbl. 29, 366). En outre, I’A. etend la definition du produit de 
Vulich au cas oü X, Y,Z sont distincts, en employant seulement des ensembles 
numerables et la limite en ordre, ce qui simplifie certaines d&monstrations. On con- 
sidöre aussi des &quations lineaires de la forme y— (%y, Y) = Yy TU (Ay Y> est 
en fait une operation lineaire determinde par le „noyau“ x,, dont l’appartenance & 
une lattice vectorielle provoque quelques discussions sp6ciales. La deuxieme partie 
du travail est une r&production, avec quelques compl&ments, d’un travail anterieur 
(ce Zbl. 49, 85). @. Marinescu. 

Blumenthal, L. M. and V.L. Klee: On metrie independence and linear inde- 
pendence. Proc. Amer. math. Soc. 6, 732—734 (1955). 

Für einen metrischen Raum M sei CM der Banachraum aller beschränkten, 
reell-wertigen, stetigen Funktionen auf M (mit /I| = sup |f(@))). M ist homöomorph 
mit einer linear unabhängigen Teilmenge von CM (ob sogar isomorph, ist noch un- 
bekannt). Es existiert ein kompakter Hausdorff-Raum K, so daß M homöomorph 
ist zu einer linear unabhängigen Teilmenge von OK. Ist M separabel, so ist M homöo- 


morph zu einer linear unabhängigen Teilmenge von 0'[0, 1]. G. Nöbeling. 
Brace, John W.: Almost uniform eonvergence. Portugaliae Math. 14, 99—105 
(1955). 


| A net (generalized sequence) {f«} of numerically valued funetions is said to 
converge almost uniformly to f, on a set A if lim lim If (2) — fo(&9)| = 0 for every 


a 
net {x} in A. It is shown that, for a locally convex space E, (i) the weak* topology 
for E* is that of a. u. convergence (of continuous linear functionals) on the weakly 
23* 
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compact sets of E, (ii) the weak topology for # is that ofa. u. convergence on the 
weak*-compaet sets of E*, and (iii) the weak topology for E* is that of a. u. conver- 
gence on the bounded sets of #. These results are used to prove that if a linear trans- 
formation T from E into a locally convex space F is weakly continuous then its 
adjoint 7* is weakly continuous. Also the following theorem of Grothendieck (this 
Zbl. 50, 109): T is weakly compact if and only if 7* is continuous from F* with the 
weak* topology into E* with the weak topology, or T** is continuous from E* 
with the weak* topology into F with the weak topology. J. D. Weston. 
Orliez, W.: On perfeetly convergent series in certain funetional spaces. Prace 
mat. 1, 393—412, russ. u. engl. Zusammenfassg. 412—413, 413—414 (1955) [Polnisch]. 
Eine Reihe X y, mit Elementen aus einem B-Raum heißt vollkommen kon- 
vergent, wenn jede Reihe I »,x„ (wo „= 0 oder 1) konvergiert (im Sinne der 
Norm). Das ist gleichbedeutend mit unbedingter Konvergenz; jedoch nicht mit 
absoluter Konvergenz, wie Verf. an einem einfachen Beispiel in Z, zeigt (vgl. den‘ 
allgemeinen Satz von Dvoretzky-Rogers, dies. Zbl. 36, 363). Im Bereich 4 alleı 
Folgen n7,„= 0 oder 1 führt Verf. die im Raum aller Zahlenfolgen gebräuchlich 
F-Metrik ein. Dann gilt Satz 1: & y, ist vollkommen konvergent, wenn für ein 
Menge H,C H von zweiter Kategorie und eine schwach kompakte ‚‚normierende“ 
Menge Z, von linearen Funktionalen gilt I. n,&(x,) =E& (x) (nn) € Ho» EE E05 Km 
hängt nur von n, aber nicht von £ab). Nach weiteren Aussagen dieser Art gibt Verf.. 
Bedingungen für vollkommene Konvergenz in speziellen Funktionenräumen undl 
macht Anwendungen auf Orthogonalentwicklungen sowie die Konstruktion nicht-- 
differenzierbarer Funktionen. A. Zeller. 
Blum, J.R.: A note on estimating distribution functions. Proc. Amer. math.. 
Soc. 6, 953— 957 (1955). 
Let B be the Banach space of continuous functions on [— A, A] normed by; 
I/|= max |f(&)|. Let the sequence f, (—=1,2,...) span B. Let F(x) be oft 
u rs 


4 
bounded variation on [-A, A] and put a, = j Ta) aF (2) (= 1,2, or 
u 


everyn(n=1,2,...) divide [-A, A] into n equal intervals by the points — 4 =: 
n<m<:-<m,=4, pt MP= max fo), m®= min f(x) andl 
YASCSE MH 1ZS1S0 
consider the system of equations and inequalities in the unknowns H\”,..., H®; 
$ N n 
A020 (=l..,n, 24H, —1, SNMNPH’>a (1... 
I =- 


- 


Je 
n 
> me II Zar li, nt een arbitrary solution of‘ 
Mn 
this system, define F, (x) = 5 ie: Then lim F,(&) =F(x) for every point 
SE n— 00 
of continuity of F(a). J. Horvath. 


Harish-Chandra: Representations of semisimple Lie groups. IV. Amer. J. 
Math. 77, 743—777 (1955). 

Üet article est la suite naturelle de trois articles anterieurs de I’A. (ce Zbl. 42, 
127; 51, 340; 55, 340), qu’il utilise abondamment. Certains resultats ont 6t6 annonces 
anterieurement (ce Zbl. 56, 259). Soient g, une algebre de Lie reelle semi-simple, 
g sa complexification, g, une forme reelle compacte de q ensemble des points fixes 
d’un automorphisme d’ordre 2 de g qui laisse stable 9, = 9 N 9 p, ’orthogonal 
de f, dans g, pour la forme de Killing, f et plescomplexifications de f,et Do; C9 le centre 
de f5, , une sous-algebre de Cartan de f,, qui soit sous-algebre abelienne maximale 
de 9, h la complexification de hu. (Ce type de sous-algebres de Cartan de g est tres 
different de celui qu’utilisait ’A. dans les articles cites.) Soient P l’ensemble des 
racines positives de g relativement ä h (pour un ordre lexicographique sur le dual 
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de D), B l’algebre enveloppante de g, X l’algebre enveloppante def, o la representation 
adjointe de f dans g. LA. introduit une classification des racines qui joue un röle 
essentiel. Soit ö une racine (de g par rapport & b). Le vecteur de Weyl X, est dans f 
ou dans p. Alors, ß est dite: I. compacte si X,€f; 2. non compacte si X,€Cp; 
3. totalement positive si o(X) X, est forme de combinaisons lineaires des X, we 
y& P. Les racines totalement positives sont non nulles sur c,, contrairement aux 


racines compactes. Soient &],...,%&, les racines positives compactes; alors, une 

racine ß est totalement positive si et seulement si toute racine de la forme + m, x, + 
i FR f . 

-+m,&, (My, ..., m, entiers) est positive. Si g, est simple, deux cas seulement 


‚sont possibles: 1. iln’y a pas de racine totalement positive; 2. toute racine positive 
non compacte est totalement positive (dans ce cas, etsii y+f, onadmw=1, 
et tout systeme fondamental de racines contient exactement une racine non compacte). 
Soit x une representation de ® dans un espace vectoriel V; un el&ment y,€ V est 
appel& veeteur extreme de x s’il appartient & un poids A, de z et si, pour toute 
racine ß, au moins un des @l&ments nz (X;) yy a (X_;) y, est nul; alors (th. I), pour 
toute racine ß positive et non totalement positive, A,(H;) est le plus petit entier 
= >00 tel que n(X%') v%—=0(H;: notation de Weyl, i.e. [X,X_,] = H;, 
B(H,) = 2). Reciproquement, soit A une forme lineaire sur 6, Pı = I BX,+ 
BIEIP 


= B(H;—A(H,)); Videal PR, est contenue dans un ideal & gauche maximal 
€ 


MM, unique de B; soient x, la representation irreductible correspondante de ®, ®* 
l’espace de cette representation. Alors (th. 2), si A (H,) est un entier > 0 pour 
toute racine qui est positive sans &tre totalement positive, dim 4 (8) vg <.-+ ©, 
si y, est l’image canonique de 1 dans ®*. L’A. cherche aussi les conditions pour que 
7, soit infinitesimalement unitaire, i.e. que (a*, r, (X) br), — — (nu (2).0*,.b*) 
pour X€g, a*,b*e B*, (,) designant un produit scalaire bien choisi dans B*. 
Conditions necessaires: 1. A(H,) est entier > 0 pour «& positive compacte; 
9. A(H,) = 0 pour ß positive non compacte et non totalement positive; 3. A(H,)<0 
pour y totalement positive. Si g, est simple et + f„etsi@y= (0, zı ne peut etre 
infinitesimalement unitaire que si A= (, cas trivial. (D’oü l’importance du pre- 
mier nombre de Betti dans ces questions.) L’A. indique sans d&monstration des 
conditions suffisantes. Sous les hypotheses du th. 2, il existe une representation 
continue (non necessairement unitaire) du groupe simplement connexe d’algebre 
de Lie g,; irreductible et quasi-simple, dans un espace hilbertien, telle que la repre- 
sentation associee de ® (au sens d’un article anterieur) soit &quivalente a ICH: 
J. Dixmier. 

Ehrenpreis, L. and F. I. Mautner: Some properties of the Fourier transform on 
semi-simple Lie groups. I. Ann. of Math., IT. Ser. 61, 406-439 (1955). 

Die Verff. beginnen in dieser Arbeit die Untersuchungen der harmonischen Ana- 
lyse gewisser Algebren aus meßbaren Funktionen auf halbeinfachen Lie-Gruppen. 
In diesem ersten Artikel, zwei weitere sind geplant, untersuchen sie Funktionen auf 
der Gruppe @ aller reellen zweireihigen Matrizen mit Determinante 1, die hier dar- 
gestellt wird als Gruppe aller den Einheitskreis # — f2; || =1} in sich überführen- 
den linear gebrochenen Transformationen der komplexen Ebene mit Determinante 1. 
Hierbei machen sie ausführlich von den Resultaten Bargmanns (dies. Zbl. 45, 388) 
und Harish-Chandras (dies. Zbl. 49, 157) Gebrauch. Sei H der Hilbert-Raum der 
quadratisch integrierbaren komplexwertigen Funktionen a(2) = a (# auf E, 
2— efridc E. Für jedes komplexe s und jedes ge G ist dann durch 


| [U (g, s) a] («) = ldg z/d2|°a(g 2) 
eine beschränkte lineare Transformation in H definiert. Bei festem s bilden die 


U (g, s) eine beschränkte Darstellung von @, die genau für die s— 3 + it, t beliebig 
reell, unitär ist. Ist dg das Haarsche Maß und f(g) eine meßbare Funktion auf @, 
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so wird durch [to U(g,s) dg— %(s) formal eine operatorwertige Funktion für 
[ 


gewisse s definiert. Ist z.B. f(g) € L, (@), soist $.(3 + t$) für alle reellen t definiert 
und beschränkt. Mit A bezeichnen die Verff. die Klasse der sphärischen Funktione 

(spherical functions im Sinne Gelfands), d.h. der meßbaren Funktionen auf G, für 
welche f(kgk') =f(g) ist für alle g€@ und alle k und %’ aus der Untergruppe de 
Drehungen um 2=(. Die Menge A, =AnL,(G) aller summierbaren sphäri- 
schen Funktionen ist eine abgeschlossene kommutative Unteralgebra von L,(@). 
Die Arbeit behandelt hauptsächlich die harmonische Analyse dieser Algebra A.. 
Die Funktionen a, — ein? bilden eine orthonormierte Basis von H und man sieht 
leicht, daß für fEA, und n+0 oder m=+D0 stets (5 (s) a, a) = 0 ‚ist, fü 
sphärische Funktionen reduziert sich $ (s) also auf eine numerische Funktion F (s), 


und zwar ist F(s) = I f(g) p(g, s) dg mit 
d 


"9. 


1 
9(9 5) = (U (9, 5) Ag, 9) a nz 


Diese Funktion @(g, s) ist für jedes s eine sphärische Funktion, für jedes feste 97 
eine ganze Funktion von s, die den Funktionalgleichungen 9(9,3) =9(g,1— s),, 


9(9,s) = 9(g, s) genügt (Theorem 1). Da sich die sphärischen Funktionen in kano-- 
nischer Weise als Funktionen einer reellen Veränderlichen © > 0 auffassen lassen, , 
ist dann auch 9=o(&,3. In Z=e{/;0<Rs<1 gilt Pial<H, 
or @(&, s) [ös"| S (2&)" o(d,0o) für m—=0,1,2,... (Theorem 2). Aus diesen! 
Eigenschaften von @ folgt leicht Theorem 3: Ist fe A,, so ist die Transformierte: 


Eis)= [to (9,5) dg = Hi O) P(&; 5) ÖE (mit passendem Maß Öö£) regulär ana-- 
G ö 


Iytisch im Inneren von % und stetig auf dessen Rand. Ferner gilt in &: |F(s)| <: 


H If(ldg und F(s)=F(1—s). Nach diesem Satz kann die Fouriertransformierte: 
@ 


F(3 +it) von f (die durch die irreduziblen unitären Darstellungen von @ definiert! 
ist) höchstens auf einer diskreten Menge verschwinden, die Fourieranalyse von A| 
verhält sich also wesentlich anders als die der L,-Algebren lokal kompakter abelscher' 
Gruppen. Für die Untersuchung dieser Verhältnisse definieren die Verff. die Räume: 
S und S: Auf @ existiert eine zweiseitig invariante indefinite Riemannsche Metrik, 
zu der ein Beltrami-Operator A gehört. Für f€ A ist A ein Differentialoperator 
zweiten Gradesin£. $ besteht dann aus den unendlich oft differenzierbaren im Un-: 
endlichen stark verschwindenden Funktionen aus A und wird ähnlich wie der Raum S 
bei L. Schwartz (Theorie des distributions, vol. II, dies. Zbl. 42, 114) topologisiert. 
& ist ein lokal konvexer nicht normierbarer topologischer Vektorraum, der in der 
L,-Norm in A, dicht liegt. Analog wird $ als Raum der im Inneren von X regu- 
lären, in & unendlich oft differenzierbaren Funktionen mit gewissen Beschränkt- 
heitseigenschaften definiert, die überdies der Gleichung F(s) — F(1—s) genügen. 
= [e,e] 


Hauptergebnis (Theorem 4): Die Abbildung f > (Tf) (s) = H, I) pl, s) d& ist ein 


topologischer Isomorphismus zwischen $ und $. Der ziemlich lange Beweis dieses 
Satzes benutzt neben funktionentheoretischen Hilfsmitteln wieder Ergebnisse von 
Bargmann und Harish-Chandra. Wichtige Folgerungen: 1. & ist vollständig 


(da es ist). 2. Für fe A, gilt gleichmäßig für 0O<o<1: lim Fffo+i = 
t> +00 
3. Es gibt Funktionen aus A,, deren Fouriertransformierte nirgends verschwindet, 


d.h. die in keinem selbstadjungierten regulären maximalen Ideal von A, liegen und 
die ein von A, verschiedenes abgeschlossenes Ideal erzeugen. Mit anderen Worten: 
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In A, gilt nicht der Wienersche Satz. Im nächsten Paragraphen zeigen die Verff., 
daß dem Wienerschen analoge Sätze gelten, wenn man die maximalen nicht selbst- 
adjungierten Ideale von A, mit hinzunimmt. Theorem 6: Ist die Transformierte 
F(s) der Funktion fe A, im Streifen -ö<Rs< 1-+ ö mit geeignetem 'posi- 
tiven ö regulär analytisch und von Null verschieden, in + i © stetig und hat dort 
Nullstellen nicht zu hoher Ordnung (was in der Arbeit definiert wird), so erzeugt f 


- 


in A, ein dichtes Ideal. Theorem 7: Ist F(s) in & zweimal stetig differenzierbar und 
von Null verschieden, existiert ferner eine positive ganze Zahl n, für die F (s)-1 e-s" 
und die zweite Ableitung dieser Funktion in 2 beschränkt ist, so erzeugt fein dichtes 
Ideal in A,. — Im letzten Abschnitt untersuchen die Verff. die Fouriertransformation 
auf den Räumen der zu den sphärischen Funktionen gehörenden Distributionen. 
Hierzu betrachten sie zunächst die topologischen Vektorräume E (und D) der un- 
endlich oft differenzierbaren sphärischen Funktionen (mit kompakten Trägern). 


D besteht dann aus den ganzen Funktionen vom Exponentialtyp, deren Restrik- 


tionen auf X in & liegen. Mit Hilfe dieser Ergebnisse und Resultaten des ersten der 
Verff. wird zum Schluß gezeigt, daß (nach üblicher Identifizierung der linearen 
Funktionale mit komplexen Funktionen) (E)’—=E’ aus allen Ye D’ besteht, die 
als lineare Funktionale auf D durch Funktionen aus D dargestellt werden können. 
Das sind genau diejenigen Funktionen @(s) vom Exponentialtyp mit @(s) = G(1—s) 
und G4 +it)=0 (1-+ |t|P) mit geeignetem p und reellen t. H. Leptin. 

Mautner, F. I.: Note on the Fourier inversion formula on groups. Trans. Amer. 
math. Soc. 78, 371—384 (1955). 

Sei @ eine lokal kompakte separable unimodulare topologische Gruppe mit 
Haarschem Maß dg, 9 = 12(G) der Hilbert-Raum der quadrat-integrierbaren 
Funktionen, R, die durch (R,f) (@) = (#9); fe 9, definierte reguläre Rechts- 
darstellung von G in 9, W die von den R, erzeugte schwach abgeschlossene selbst- 
adjungierte Algebra beschränkter Operatoren von 9 und Z das Zentrum von W. 
Nach J. von Neumann (dies. Zbl. 34, 61) gehört zu Z ein Maßraum Y mit einem 
volladditiven Maß dy und zu jedem y€ Y ein Hilbert-Raum 9,, derart, daß 


B = J 9, das direkte Integral der 9, ist. Die Projektionen aus Z entsprechen dabei 


in bestimmter Weise genau den meßbaren Teilen von Y. Ferner erhält man eine 
Zerlegung W = 5 W, der Algebra W in Algebren beschränkter Operatoren W, der 
= 


infinitesimalen Summanden 9,, und zwar sind im vorliegenden Falle diese W, sämt- 
lich Faktoren der Klassen I und II. Der Verf. hat in mehreren Arbeiten mit Hilfe der 
Murray-v. Neumannschen Ergebnisse über Ringe beschränkter Operatoren eine 
Theorie der unitären Darstellungen der Gruppe @ entwickelt und etwa gleichzeitig 
mit I. E. Segal (dies. Zbl. 45, 385) für sie eine Formel bewiesen, welche die Plancherel- 
Raikov-Weilsche für abelsches @ und die Peter-Weylschen für kompaktes @ als 
Spezialfälle enthält. (Die Plancherelsche Formel gibt allerdings etwas mehr, vgl. 
R. Godement, dies. Zbl. 42, 346.) Sei SM der in 9 dichte Unterraum aller Funk- 
tionen he&9 mit Trägern endlichen Maßes. Für f€$ wird durch die Faltung 
Rrh=h*f= jl h(x) [(a! g) dx ein linearer Operator R; auf IX definiert, dessen 
abgeschlossene Erweiterung R, auf 9i. a. nicht beschränkt sein wird. Die beschränk- 
ten unter den Operatoren R,, f€ , bilden ein zweiseitiges Ideal J aus W. Für die 
R,<J hat man nun gemäß W m NY W, eine Zerlegung R, = SF (y), wobei die 


_F(y) beschränkte Operatoren aus W sind und ein meßbares System im Sinne v. Neu- 
_manns bilden. Die operatorwertige Funktion y > F(y) ist dann die, Fouriertrans- 


_ formierte T f von f. Ist R, nicht beschränkt und f selbstadjungiert (f(x) = Ka), 
so ist R, hypermaximal symmetrisch und definiert ein meßbares System F(y) von 


hypermaximalen symmetrischen Operatoren der &, (dies. Zbl. 39, 22). (TA yW=Ft(y) 
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ist wieder die Fouriertransformierte von f. Hiermit kann man dann leicht für be- 
liebiges f€ & die Transformierte Tf definieren. Für jedes y läßt sich nach v. Neu-- 
mann eine Spur t, definieren, die auf einem linearen Teil von W, erklärt ist. Sämt- 
liche Funktionen A auf Y mit Werten A(y)€ W,, für welche t,(A(y) A(y)*) fürı 
fast alle y existiert und eine integrierbare Funktion mit endlichem Integral auf F 


definiert, bilden einen Modul &, auf dem durch (A, B) = 163 (A (y) A(y)*) dy einı 
2 


Skalarprodukt definiert wird; X ist also ein i.a. nicht vollständiger Hilbert-- 
Raum. Sind f, ge mit A, R,€J, so liegen T fund Tgin & und die verall- 
gemeinerte Formel von Plancherel besteht in der Gleichung (f, 9) = (Tf, Tg). Als; 
Hauptergebnis der vorliegenden Arbeit beweist Verf. dann, daß die Menge allerı 
fe9 mit R,e J durch die Fouriertransformation T auf einen dichten Teil von &! 
abgebildet wird, so daß T also eine isometrische Abbildung von 9 = L?(G) auf 
die vollständige Hülle von & definiert. — Ein weiteres wichtiges Ergebnis der Arbeit! 
ist die Verschärfung eines Satzes aus der oben genannten Arbeit des Verf.: Ist @r 
eine separable, lokal kompakte, nicht notwendig unimodulare Gruppe, U(g) eine: 
stetige unitäre Darstellung von @ in einem separablen Hilbertraum 9 und ist 9 =: 
[ 9, dt direktes Integral, derart, daß sich alle U (g) unter diesem Integral zerlegen, , 
so gilt: Für fast alle t existiert eine stetige unitäre Darstellung V,(g) von @ in 9,,, 
derart, daß U(gw N V,(g) für jedes ge@ und V,(g) als Funktion von (t, 9) 
schwach produkt-meßbar ist. Haben @, 9, 9, wieder die ihnen anfangs gegebene: 
Bedeutung, so erhält man aus dem letzten Satz eine Zerlegung der regulären Dar-- 
stellung R, in unitäre Darstellungen V (g, y), mit Hilfe derer man für f€E L!(G) N 

A L?(G) die Fouriertransformierte durch ein Bochner-Pettis-Integral darstellen 

kann: (If) (J)= Mi f(g) V (g, y) dy. Umkehrformeln lassen sich ebenfalls aufstellen: : 
Ist a()=(brb*) (ES mit bes, so gilt a) = [1, (7 y* (Ta) (May, 


wobei das Integral absolut konvergiert und a (g) in g stetig ist. Den Schluß der Arbeit ; 
bildet ein Kriterium dafür, daß für eine meßbare operatorwertige Funktion F(y) 


durch IEAUAO y) F(y)) dy eine beschränkte stetige Funktion auf @ definiert 
Y 


wird. H. Leptin. 


Nussbaum, A. E.: The Hausdorff-Bernstein-Widder theorem for semi-groups: 
in locally compact Abelian groups. Duke math. J. 22, 573—582 (1955). 

A topological semi-group © is called a full semi-group if it can be embedded in 
a locally campact Abelian group ©, in such a way that © is measurable with respect 
to the Haar measure of & and that every non-void open set in & has a non-zero 
measure. A real character x(x) of © is a continuous homomorphism of & into the 
multiplicative semi-group of real numbers. The real characters form a semi-group 
&* under pointwise multiplication, which is topologized by the weakest topology 
for which all funetions x —x(x) are continuous. — Let x—> T, be a uniformly 
bounded, weakly continuous, self-adjoint representation of the full semi-group 
3, .e. every T, is a self-adjoint linear operator on a Hilbert space 9, Ir.) <% 
T,, = T,T,and T, tends weakly (and hence strongly) to T,fi x > y. Suppose 
that forevery f€ 9 thereexistsa T,such that T,f-0. There existson S*a mea- 


sure dE (x), whose values are projeetions of 9, such that E(&*), = I dE (x) is the 
S* 


identity operator of Sand T, = el. x(@) dE (x). If T commutes with every T,„then 
S* 


T commutes with every E(o), where o is a Borel subset of &*. This generalizes a 
theorem of S8z.-Nagy-Hille (Sz.-Nagy, Spektraldarstellung linearer Trans- 
formationen des Hilbertschen Raumes, p. 73; this Zbl. 27, 227). — Let S be a full 
semi-group containing 0. Let f(x) be a real-valued eontinuous funetion on S; put 
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If) =f(®), Tsf(x) = f(x + 6). f(x) is completely monotonie in © if (I — T, J®ı 


...(1— T,,)"" f(xz) > 0 for all non-negative i rg 
BES Ü=L...,m) andall zc©. I er a 
‚ec K dall z€e&. Let S° be the sub-semi-group of &* formed by 


Pose real characters which verfy 0 <y(2) <1. f(x) is completely monotonic 
in & if and only if there exists a non-negative finite measure da (y) on et such that 


(2) = Jıw dx(x). This generalizes the Hausdorff-Bernstein-Widder theorem 


(Widder, The Laplace Transform, Princeton 1946, p. 160). J. Horvath 
Gel’fand, I. M. and S. V.Fomin: Geodesie flows on manifolds of constant ne ne 
tive curvature. Amer. math. Soc., Translat., Ser. II 1, 49—65 (1955) a 
Englische Übersetzung der in dies. Zbl. 48, 92 besprochenen Arbeit. 
| Lorch, E. R.: Normed rings — the first decade. Proc. Symposium spectral 
theory and differential problems 249—258 (1955). 

Brief survay of results of Nagumo (this Zbl. 15, 244), Lorch, Gelfand 
Silov, Gelfand and Neumark, and Ambrose, on normed rings. 

N R B. S2.-Nagy. 

Silov, G. E.: On the decomposition of a commutative normed ring into a direet 
sum of ideals. Amer. math. Soc., Translat., Ser. II 1, 37—48 (1955). 

Englische Übersetzung der in dies. Zbl. 52, 342 besprochenen Arbeit. 

Suzuki, Noboru: On the invariants of W*-algebras. Töhoku math. J., II. Ser 
7, 177—185 (1955). | 

Soit M une W*-algebre finie; les th&oremes 1 et 2 concernent les relations entre: 
1) l’invariant C'(y) de Kaplansky de M; 2) la representation des formes lin&aires 
positives normales sur M; 3) la representation des traces normales sur M; 4) la 
comparaison des topologies faible et ultrafaible, forte et ultraforte; 5) la continuite 
de l’application H de M. Les resultats sont pour la plupart connus, les demon- 
strations sont parfois simplifiees. L’A. definit ensuite l’invariant d’une W*-algebre 
purement infinie (par des considerations de cardinaux). Theoreme 5: si M et M 
sont deux W*-algebres purement infinies de m&me invariant, tout isomorphisme 
de M sur M est spatial. (Cf. E.L. Griffin, ce Zbl. 65, 349.) J. Dixmier. 

Suzuki, Noboru: On automorphisms of W*-algebras leaving the center element- 
wise invariant. Töhoku math. J., II. Ser. 7, 180- 19la (1955): 

Theoreme: soit M une W*-algebre, et x un automorphisme de M laissant fixe 
chaque el&ment du centre de M. (A) Si M est finie, chaque projecteur e de M est 
equivalent & e*; (B) Si M est proprement infinie, chaque projecteur proprement 
infinie e de M est &quivalent &e*. L’assertion (B) est inexacte pour un projecteur fini. 


(Cf. & ce sujet Kadison, ce Zbl. 64, 366.) L’A. donne ensuite des conditions variees 


pour que a soit interieur. J. Dixmier. 


Misonou, Yosinao: Generalized approximately finite W*-algebras. Töhoku 
math. J., II. Ser. 7, 192—205 (1955). 

L’A. dit qu’un facteur fini est &-approximativement fini s’il est engendr6 par une 
famille (M;);c ı de facteurs de type I deux & deux permutables, avec Card A=o; 
le cardinal x ne depend que de M. Si M est «-approximativement fini et si N est 
B-approximativement fini, la condition necessaire et suffisante d’isomorphie de M 
et Nest «=ß. Pour «=N, 00 retrouve la definition de Murray-von Neumann 
(et c’est le seul cas possible si M opere dans un espace hilbertien & base denombrable). 
Pour tout cardinal infini «, il existe un facteur &-approximativement fini. — Une 
W*-algebre finie M est dite approximativement finie si elle est engendree par des 
W*-algebres de type I de m&me centre que M deux & deux permutables. Alors, M est 
_produit de W*-algebres „uniformement approximativement finies“. Si M est 
_ uniformement approximativement finie, on peut lui attacher un cardinal x, et M 
est alors produit tensoriel d’un facteur a-approximativement fini et d’une W*- 
algebre abelienne. Errata: p. 194, remplacer la reference 2 par la reference 8; dans 


362 


les lemmes 1. 4 et 1. 5, remplacer ‚‚which is not of type I“ par „of type II“; p. 196,, 
1. 12, remplacer M par M*; 1.13, remplacer /, par Ian; 1.20, remplacer In, par 
Izn-1; p. 197, 1. 8, remplacer le premier 0 par 1/2; dans la definition 2. 1, ajouter | 
que la famille de sous-facteurs envisagee est de puissance &. J . Dixzmier. 

Sakai, Shöichirö: On the group isomorphism of unitary groups in AW*-algebras. 
Töhoku math. J., II. Ser. 7, 87—95 (1955). 

Soient M et N deux AW*-algebres factorielles, M,, et N, les groupes d’el&ments 
unitaires de M et N, o un isomorphisme de M, sur N, continu au sens de la norme. 
Alors, 0 se prolonge en un isomorphisme (lineaire ou semi-lineaire) de M sur N. 
Pour le d&montrer, on definit & partir de o une application f de l’ensemble des el6- 
ments hermitiens de M dans l’ensemble des elöments hermitiens de N, en considerant 
les groupes unitaires & un parametre correspondant aux el&ments hermitiens. Le 
point essentiel est alors de montrer que, si e est un projecteur de M, f(e) ou —f(e) 
est un projecteur de N; la demonstration varie avec le type de M, et necessite plu- 
sieurs lemmes. Un th&eor&eme analogue est du & Dye (ce Zbl. 50, 114) dans le cas oü 
M et N sont des W*-algebres et oü o est faiblement continu. J. Dixmier. 

Bade, William G.: On Boolean algebras of projections and algebras of operators. 
Trans. Amer. math. Soc. 80, 345—360 (1955). 

Let ® denote a‘Boolean algebra (B. A.) of projections in a Banach space &. 
® is called complete (o-complete) if for each subset (sequence) {E,} € B (a) X admits 
the direct sum decomposition M @ N where M is spanned by all 2, %, and R% is 
the interseetion ofall (7 — E,) &, (b) the projection E, on M along % belongs to B. 
Each o-complete B. A. ® is shown to be bounded, i.e. such that ||Z,|| <C with 
some Candall E,€ ®. Foreach z€ X define M(x) as the subspace spanned by 
all elements E,x, E,„E 8. If Bis o-complete, then M(x) is invariant under ®, and 
the restrietion B (x) of BtoM(x) is a complete B. A. of projections inM(x). [Here 
a result of Bartle, Dunfordand Schwartz is used, Canadian J. Math. 7, 289-305 
(1955).] Itis then shown that if ® is o-complete then the strong closure B® of Bis a 
complete B. A. As a corollary it follows that if ® is a bounded B. A. in a weakly 
complete space, then ®* is complete. — If ® is o-complete, and x,€ &, then there 
exists an ıxye X&* such that af, %Z0 for all E,EB, and =0 only if 
E. %, = 0. An important consequence ist that ifa directed system {E,} of projeetions 
in ® converges weakly to a projeetion H,, then it converges strongly. An example 
(due toR. R. Christian) shows that this need not be valid if ® is not o-complete. — 
® is said to have simple spectrum if there exists an %, such that M(%,) = &. It is 
shown that if ® is complete and with simple spectrum, then the algebra A(B) gene- 
rated by ® in the uniform topology consists of all bounded operators commuting 
with ®. Also, if ® is complete, then A(B®) consists of all operators which leave in- 
variant every linear manifold invariant under ®. If Bis the resolution of the iden- 
tity of a self-adjoint operator 7 in a separable Hilbert space, then this result reduces 
essentially to the theorem of J. v. Neumann and F. Riesz that every operator A in 
the second commutant of T is a Borel function of T. — Bis o-complete (in Banach 
space X), then the following hypotheses are equivalent: (a) ® is complete, (b) ® 
is strongly closed, (ec) A(B) is weakly closed. If is weakly complete the hypothesis 
that ® is o-complete may be replaced by the hypothesis that B is bounded. — There 
follow applications to scalar type spectral operators in the sense of N. Dunford. 

B. S2.- Nagy. 

Umegaki, Hisaharu: Positive definite funetion and direet product Hilbert space. 
Töhoku math. J., II. Ser. 7, 206—211 (1955). 

A function W (w, »’) defined on a product set @ x Q@ with range in the ring 
B(H) of all bounded operators on a Hilbert space H is called positive definite 


(p.d.) provided that W(w, »') = [W (w', w)]* and B5 (&. Wie, oJ) 0 
E=1 


7; 
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for any finite sets of w,€ Q, £&,€ H. A function V, on a group G, with range in B(H) 
is said p.d. f W(s,t)=V,..;, isp.d.on@x@. EV, =T/ for the unit element e 
of G, then V, is the „projection‘‘ of a unitary representation of @(Sz.-Nagy, this 
Zbl. 52, 123). The proof of this assertion is given in a very concise form. Then a 
locally compact group G, and the associated *-algebra A —= L1(G) of all integrable 
functions on @ with respect to left invariant Haar measure are considered. A linear 
Eimeuon W, on A into B(H) is said p.d. E W(%, y) = War.y„isp.d. on Ax 4 
into B(H). Theorem: If W, is a linear, bounded, p.d. function on A into B(H), 
then there exists a unique strongly continuous p. d. function V, on @ into B(H) such 


that W,—= [ x(s) V,ds for all ze A. B. S2.-Nagy. 


[ 

Krejn (Krein), M. G.: On an application of the fixed-point principle in the 
theory oflinear transformations of spaces with an indefinite metric. Amer. math. Soc., 
Translat., Ser. II 1, 27—35 (1955). 

Englische Übersetzung der in dies. Zbl. 37, 206 besprochenen Arbeit. 

Fuglede, Bent: A commutativity theorem for normal operators. Proc. Sym- 
posium spectral theory and differential problems 221—227 (1955). 

Brief exposition of the theorem of the author (cf. this Zbl. 35, 358). 

B. 82.-Nagy. 

Lorch, E. R.: The spectral theorem and classical analysis. Proc. Symposium 
spectral theory and differential problems 259—265 (1955). 

Brief exposition of the proof of the spectral theorem for self-adjoint transfor- 
mations in Hilbert space, given by the author originally in 1949 (ef. this Zbl. 35, 359). 

B. 82.-Nagy. 

Kurepa, Svetozar: Semigroups of unbounded self-adjoint transformations in 
Hilbert space. Soc. Sei. natur. Croatica. Period. math.-phys. astron., II. Ser. 10, 
233—237 u. kroat. Zusammenfassg. 237—238 (1955). 

Ein Satz des Ref. über einparametrige Gruppen selbstadjungierter Operatoren 
(s. dies. Zbl. 13, 56) wird auf Halbgruppen nicht notwendig beschränkter selbstad- 
jungierter Operatoren verallgemeinert. B. S2.-Nagy. 

Inoue, Sakuji: Simplification of the canonical spectral representation of a 
normal operator in Hilbert space and its applications. Proc. Japan Acad. 31, 694—698 

1955). 

a rather vague considerations about normal operators in Hilbert space. 
F. ex., lemma 5 asserts that if N is an invertible normal operator with point spectrum 
then its spectrum lies on a curve r=r(g) with monotonie r(p) (r, 9 denote polar 
coordinates). This is of course in general impossible. B. S2.-Nagy. 

Vajnberg, M. M. : Der Operator von V. V. Nemyckij. Ukrain. mat. Zurn. 7, 
363—378 (1955) [Russisch]. 

L’A. introduit prealablement les definitions, lemmes et corollaires suivants: 
Soit k un operateur de Nemyckij (ce Zbl. 11, 26). Soit g(u, U - - +, U, 2) une 
fonction reelle pour wE]— &,&[ et xE B, B = ensemble mesurable dans 
l’espace euclidien & s dimensions. 0.1. gl Us. Ur) est une „(H)-fonction‘“ 
si presque pour chaque r fixe dans B, elle est continue en tout point (%,, Ug, . . -, %,) 
Bet pour (w,, Us, - - »- %,) fixe, elle est mesurable dans 2. 0. 2. Gl eu x) 
verifie une „condition forte (C)“, si quel que soit e> 0, il existe un ensemble ferm6 
FCB de mes > (mes B—e) et tel que sur l’espace topologique produit de F par 
_ Pespace euclidien & n dimensions des variables (u,, ug - - -, 4)» Gt, War - - Un 8) 
est continue par rapport & tous ses arguments. —— Lemme 0.1. Pour que 
(Up; Ug, - - -, U,, %) soit une (H)-fonction, il faut et il suffit qu elle satisfasse la con- 
dition forte (C). Corollaire 0.1. [g(% Un. - > Uns x) = (H)-fonetion] > 
[g (v1 (8); 9 (%) - - +» v„(x), x) mesurable sur B pour (v, (M))ı<i<n mesurables 
sur BJ. Corollaire 0.2. [g(ü Un... Un x) = (H)-fonction] > [a, (2) = 
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max g (U, %,...,Uu, x) mesurable sur B, pour 1 = cube la, < &, 1 SS ı< nk 
Dans le $ 1 1’A. etudie la structure des operateurs h et demontre le Theoreme 1.81 
Pour que l’operateur A,=g(u(x), x), g(u(x), x) etant une (H)-fonction, ScHou 
de La Im (p>0, p, >), il faut et il suffit que l’on ait |g(w, x)| <a(r)+ blul,. 
a(x)e LP, r=p/p,. Corollaire 1.1. [k:LP > LPı] = (h est continue). er | 
1.2. [hu=glua),a):lr> In, p>0, m>4>[(Sistww, day" < 


c+ b( [u(e) p da)”, c,b a] — Le $2 est consacre & la continuite: 
B 


uniforme des operateurs de Nemyckij. Si g(u, x) est lipschitzienne: |g(üs,, &) R ji 
ga, < My, — uf, oü u,wE]— 0,00, r= pp. mM>2p>0, M=ck, 
alors l’operateur h est uniform&ement continue et v£erifie la condition de Lipschitz: 


[\s(u(®), x) — g(v(R), z)|P de < MPı PALIG —=v(a)P de. 
B 3 
{k:Lp > Lrnet h uniformemont continu dans la sphere || u||? = Y lu@)P de <rr = 


{k uniformement continue dans toute autre sphere D;:||u|| < R, r< R}. _: 
Dans le $3 on &tablit quelques lemmes et theoremes sur la derivabilit& des; 
operateurs de Nemyckij. — Theoreme 3.1. Sih’u= g,(u(x), x) est un operateur' 
continu de LP a Lrlv”2, alors hu admet dans chaque sphere ||u|| <’r de ZP une: 
differentielle Gäteaux Dh(u,v) = g’(u(x), x) v(x) = H(u,v) continue sur l’en-: 
semble des couples (u, v). Si g(u, x) admet une derivee partielle g,(u, x) continue: 
en wet bornee presque partout pour z€ B, wE]— ©, ol, alors hu= g(u(x), x) 
admet dans 2? une differentielle Gäteaux bornee et continue dans l’ensemble (u, »). 
(Theoreme 3.2). Pour g(u(x), %) = (H)-fonetion telle que |g(u(z), ”)| - a(x) 4 
u(y 


b|ujp-1, p22, b=c, a(x)e LP, alors la fonction f(u) = Say f gl, y)ay' 


est lipschitzienne sur ||ua|| < r dans L?, y admet l’operateur continu grad f(u) = 
g(u(x),x)=hu, qui actionne de LP & La, (- +7 — 1) (theoreme 4.1). 
S. Vasilache. 

Colmez, Jean: Definition de l’operateur H de Schrödinger pour l’atome d’hydro- 
gene. Ann. sci. Ecole norm. sup., III. Ser. 72, 111—149 (1955) 

Diese Arbeit ist die ausführliche Darstellung der Ergebnisse der in dies: Zbl. 64, 
113 besprochenen Mitteilung des Verf. Der Energieoperator H=A-1 /[r des H-Atoms 
wird in den Handbüchern der Physik nicht mit genügender Genauigkeit definiert. 
Es wird nämlich die Funktionenklasse, für die der Operator erklärt ist, meistens über- 
haupt nicht angegeben, und wenn auch Andeutungen darüber zu finden sind, wird 
nicht bewiesen, daß der Operator auf diesem Definitionsgebiet selbstadjungiert ist. 
Der Verf. bespricht verschiedene Definitionsbereiche von H. Im Falle, daß H für alle 
mit Ausnahme des Punktes r = 0 zweimal stetig differenzierbaren Funktionen N) 


erklärt ist, für die Ay + y quadratisch integrierbar ist, wird mit Hilfe der La- 


place-Transformation bewiesen, daß H eine niehtabzählbare Menge von Eigenwerten 
besitzt, also nicht selbstadjungiert sein kann. Da also die üblichen einfachen Defi- 
nitionen von H sich als nicht genügend herausstellen, versucht der Verf., Z mit 
Hilfe der Distributionstheorie zu definieren. Zuerst wird eine Definition der par- 
tiellen Differentialoperatoren mit konstanten Koeffizienten angegeben: Der Operator 
wird für diejenigen Funktionen erklärt, für die er im Sinne der Distributionen 
angewendet eine quadratisch integrierbare Funktion liefert. Der Operator wird 
dann durch Abschließen fortgesetzt, und es stellt sich heraus, daß er so selbst- 
adjungiert wird. Nach dieser Einleitung gibt der Verf. eine teilweise an die Distri- 
butionstheorie anschließende Definition des Schrödingerschen Operators H an, die zu 
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verwickelt ist, um sie hier wiederzugeben. Es wird bewiesen, daß H selbstadjungiert 
ist, daß # die bekannten Eigenwerte und Eigenfunktionen besitzt, endlich daß das 
System der Eigenfunktionen nicht vollständig ist, also H ein kontinuierliches 
Spektrum besitzt. Zuletzt wird eine vereinfachte, der vorangehenden äquivalente 


Definition von H angegeben: 7 wird zuerst für alle y erklärt, für die Ay + an y im 
5 


Sinne der Distributionen eine quadratisch integrierbare Funktion ist, und 
dann durch Abschließen fortgesetzt. B. S2.-Nagy-A. Koranyi. 


Loo, Win et Chao-Chih Kwan: La möthode de col dans le probl&öme de relaxation. 


Acta math. Sinica 5, 497—503 und französ. Zusammenfassg. 504 (1955) [Chinesisch ]. 


Let @ be a Hilbert space with a complete orthonormal system (e],€3, - » «=, &2s: +); 
i.e. (e,,&,) = Ö;,. Let A be a bounded positive definite symmetrie operator of@G, 
i. e. there exist positive numbers m, M such that m(xz, x) < (Az, x) <M (x, x) for 
all x€@G. Since 


(1) Wie) = (Ar, —2(2,5)=(A(x— Ab), @— Ab) — (A-16,5) > (— A-1b, b), 


_ the functional W (x) takes its minimal —(A-15,b) at x—= A-1b. In order to solve 


the equation b=Ax, it is necessary and sufficient to find to minimize W (x). 
The authors give the following method to minimize W (x) successively: Start with 
the first approximation x,, taking a vector z of a subspace H of finite dimension of @. 
Then, as in (1), the functional 
W(x5+ 2) — W (%) = (42,2) +2 (A, — b, 2) 

takes its minimum atz—=— Ay P (Ax, — b), where P denotes the projection on H 
and Ay is the operator induced by Aon H. x, = %, + 2 is called the second approxi- 
mation. Choosing a sequence of disjointed H, and using the previous method succes- 
sively, the authors obtain the numerical solution of the equation b=A x. Error 
has been estimated and comparison has been made with the methods of Kantorovi£, 
Tempre and Chao. L. K. Hua. 

Urbanik, K.: On a certain infinite system of equations. Prace mat. 1, 253—255 
u. russ. u. engl. Zusammenfassg. 255 (1955) [Polnisch]. 


eu (= hu2. (wo Kl und 


5 % 

Das Gleichungssystem & > Em 
Nenner + 0) hat im Bereich der beschränkten Folgen nur die triviale Lösung. 
Der Beweis beruht darauf, daß die linke Seite einen abstandsvermindernden Operator 
(bezüglich der üblichen Norm bei beschränkten Folgen) definiert. Vgl. Wolibner. 
dies. Zbl. 52, 62). K. Zeller. 

Albryeht, J.: Theorems of Saks’ type for abstract polynomials. Studia math. 15, 
26—28 (1955). 

Extension de resultats de A. Alexiewicz (ce Zbl. 52, 114) et de l’A. (ce Zbl. 
52, 115). 7 A. Revuz. 

Gochberg, I. €. und A. S. Markus: Über eine charakteristische Eigenschaft des 
Kernes eines linearen Operators. Doklady Akad. Nauk SSSR 105, 893—896 (1955) 
[Russisch]. 

A sei ein abgeschlossener linearer Operator im Banachschen Raum #. Ein 
Punkt A der komplexen Ebene heißt vom regulären Typ, wenn es eine positive Kon- 


'stante k, derart gibt, daß |(A—AJ) || > % |x!| für jedes Element x des De- 


finitionsbereiches von A besteht. Die Punkte A vom regulären Typ bilden eine offene 
Punktmenge: I’ sei eine der Komponenten dieser Menge. Es wird folgendes be- 
wiesen: (1) Für jedes y€ E besteht die Alternative: die Gleichung Ar —A2 = y 
ist entweder für alle A€ I‘, oder nur für höchstens eine diskrete Menge von Punkten 


_ Alösbar. (2) Damit Ac—Ax= y für alle Ace I lösbar sei, ist notwendig und hin- 


reichend, daß, für ein willkürliches A,ET, yein „Kernelement“ von A—%1 ist, 
d.h. daß die Gleichung (A-A I" x=y für jede feste positive ganze Zahl n 
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lösbar ist. — Diese Ergebnisse lassen sich auf den Fall übertragen, daß statt A = AT 
ein beliebiger, beschränkter, linearer Operator A, von E betrachtet wird, der in 
analytisch vom Parameter A abhängt, und so beschaffen ist, daß, für jedes feste A, 
A, 2 = (0 nur die Nulllösung besitzt und der Wertbereich von A, abgeschlossen ist. 
Die ‚„Kernelemente“ von A, im Punkte A=4, werden dabei folgendermaßen er- 


oo ; i 
klärt: Wegen der Analytizität hat man die Entwicklung A, = = (A — 4, C, in 


[2 
einer Umgebung von /,. Nun wird y€ E ein Kernelement genannt, falls es eine 
Elementfolge % % X, ... aus E derart gibt, daß die Gleichungen 


m 


el > 02, = 0 (BE OR) 


gelten. B. S2.-Nagy. 

Markus, A. S.: Über eine charakteristische Eigenschaft des Kerns eines linearen ı 
Operators. Doklady Akad. Nauk SSSR 105, 1144—1146 (1955) [Russisch]. 

Für einen abgeschlossenen linearen Operator A im Banachschen Raum E# be-- 
deute R(A) den Wertevorrat von A und &(A) die Dimension der linearen Mannig- 
faltigkeit aller Lösungen der Gleichung Ax=0. Die Menge aller komplexen ı 
Zahlen A, für die R(A—AI) abgeschlossen und «(A—ATI) endlich ist, ist offen;; 
D sei eine der Komponenten dieser offenen Menge. Sei 9 =minx(4A-—Al),, 

ed 


A 
und /’ bedeute die Menge aller AE B, für diex(A—AI) =«,. Die Sätze der Arbeit; 
von I.O.Gochberg und Verf. (s. vorstehendes Referat) werden auf diesen all-: 
gemeineren Fall übertragen (der dort behandelte Fall ist «= 0). B. S2.-Nagy. 

Meschkowski, Herbert: Uber beschränkte lineare Transformationen in Banach- : 
schen Räumen. Ann. Acad. Sci. Fennicae, Ser. AI 1955, Nr. 214, 148. (1955). 

Es sei im folgenden T eine lineare beschränkte Abbildung eines Banachraumes 
8, o(T) ihr Spektrum. Umschließt die Kurve € das Spektrum und ist v(z) in dem 


umschlossenen Gebiet © analytisch, so wird v(T) durch un H. u(2) R,dz er-: 


klärt, R, die Resolvente von T. Esgilt der spektrale Abbildungssatz o (u (T))=u(o(T)) 
von Dunford. Gehört 0 nicht zum Spektrum und ist logzin ® eindeutig, so wird 
für u) = 2° die Potenz T“ erklärbar. Verfasser untersucht insbesondere (72)12, 
Gehören die imaginäre Achse und die Geraden Rez— + Im z nicht zum Spektrum, 


so wird (Ta = PLT—P,T, wobei P, die durch P—=—,1, [ R,dz defi- 


nierten Projektionen sind, &, der Rand eines der beiden Halbkreise, in die ein 
genügend großer Kreis mit dem Mittelpunkt 0 durch die imaginäre Achse zer- 
schnitten wird. Ist 7 eine Transformation, für die 0 nicht zum Spektrum gehört, 
so gilt für den Minimalabstand o7 des Spektrums von 0 die Formel oT = 
( lim IE Daraus ergibt sich eine Eingrenzungsmöglichkeit für das Spek- 
n—>00 


trum: Gehört a nicht zu o(T), so liegt o(T) im Kreisring um a mit den Radien 
(= | lim |(T—a le und r= lim ||(T — a I)r||/r. Daraus folgt u. a.: 
Nn>00O N— 00 


Dann und nur dann liegt das Spektrum von T auf der einfach geschlossenen analyti- 
schen Kurve €, wenn lim ||u (T)r|1/® = lim || (Ty]|j1m = 1 ist, u(2) eine Funktion, 
die das Innere von € auf das Innere des Einheitskreises abbildet. @. Köthe. 


Inaba, Mituo: On differential equations in locally convex spaces of some types. 
Kumamoto J. Sci., Ser. A 2, 119—124 (1955). 

L’A. considere une &quation differentielle dz/dt = f(x, t), ou test reel, © prend 
ses valeurs dans un espace vectoriel topologique R, et f est definie dans ExI 
(/ intervalle r&el) et prend ses valeurs dans Z, I] suppose que E est un espace de Fre- 
chet et un espace de Montel et que I est compact; dans ces conditions, si f est bornee 
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et continue dans E x I, le theoreme de Peano se generalise, et l’&quation diffe- 
rentielle admet une solution definie dans /, satisfaisant & des conditions initiales 
donne6es. La d&monstration utilise Ja compacite des parties bornees de # et le theor&me 
du point fixe de Tychonoff; elle est aussi valable sans hypoth&se de mötrisabilite sur 
l’espace de Montel E. J. Dieudonne. 

Ghermaneseu, M.: Sur quelques &quations fonetionnelles A deux variables. 
Acad. Republ. popul. Romine, Bul. sti., Sect. Sti. mat. fiz. 7, 963—975 u. russ. u. 
‚französ. Zusammenfassg. 974 (1955) [Rumänisch]. 

Im Anschluß an Arbeiten von E. Almansi [Ann. Mat. pura appl., III. Ser. 
12, 1-51 (1899)], M. Fr&chet [Nouvelles Ann. de Math., IV. Ser. 9, 145—162 (1909)], 
A. Marchaud [J. Math. pur. appl., IX. Ser. 6, 337—425 (1921)], C. Popovieci 
 [Bull. Sei. math., II. Ser. 53, 213— 224, 2332—247 (1929)], Th. Angelutza [Mathe- 
matica Cluj 6, 1—7 (1932)], T. Popoviciu (dies. Zbl. 21, 137, ete.) und des Verf. 
[Mathematica Cluj 19, 148—158 (1943)] untersucht Verf. verschiedene Eigen- 
schaften, Verallgemeinerungen und Spezialfälle der Funktionalgleichung 


e Me ; (N.\ 2 e 
2 Severin 


Eu en,=1ı; p-=A; vr=2, =, = —b; P=20, Ay Ag 
db, = da, usw. J. Aczel. 


Praktische Analysis: 


Pogrebysskij, I. B.: Die graphische Lösung von Systemen linearer algebraischer 
Gleichungen. Ukrain. mat. Zurn. 7, 419-422 (1955) [Russisch]. 

Verf. bezieht sich auf eine Arbeit von G. Radelt (Nachrichtentechnik Nr. 4, 
1954). Da die Lage eines Punktes im mehrdimensionalen Raum durch seine Projek- 
tionen auf eine entsprechende Anzahl zweidimensionaler Koordinatenebenen (sie 
werden alle in die Zeichenebene geklappt) bestimmt ist, wird die Lösung als Schnitt- 
punkt eines n-dimensionalen Ebenensystems erhalten (Spurkonstruktionen). Das 
Verfahren wird für 3 und 4 Unbekannte derart demonstriert, daß seine Anwendung 
auch für mehr Unbekannte deutlich wird. Der Verf. weist darauf hin, daß für 
Gleichungssysteme mit 2—5 Unbekannten eine Genauigkeit von 1—5 %, erzielt wird. 
Für mehr Unbekannte werde das Verfahren schwerfällig und von unzureichender 
Genauigkeit; trotzdem sei die Möglichkeit einer Abbildung von Elementen eines 
n-dimensionalen Raumes auf die zweidimensionale Ebene verschiedentlich von 
Nutzen. @. Feldmann. 

Stiefel, E.: Relaxationsmethoden bester Strategie zur Lösung linearer Glei- 
chungssysteme. Commentarii math. Helvet. 29, 157-179 (1955). 

Die zur Auflösung des linearen Gleichungssystems Ar =! (Q{ symmetrisch, 
positiv definit) bekannten Gradientenverfahren der Form 1,41 =%+ Ar, und 


A, = (lg); mit y=f-4Un, > 0, 5=0,1,2,... unterscheiden sich in 
der Wahl der y,. Die optimalen Gradientenmethoden — hierbei wird g, u 


unter Zugrundelegung des „A-Maßes“ y’ Ay für den Fehlervektor 9, = Wr, 
bzw. gq,; u unter Verwendung des „Residuenmaßes“ u’ Wh gewählt — 


leisten nur das Beste für einen Schritt ohne Berücksichtigung der Vorgeschichte 
und dessen, was später geschieht. Verf. stellt sich die Aufgabe, das iterative Vor- 
gehen über n Schritte hinweg möglichst günstig zu steuern, also eine „beste Strategie“ 
zu entwickeln. Nach Durchführung dieser n Schritte ist man zu L, mit dem Fehler- 
vektor 9, =W!f—r, gelangt unter Verwendung einer Folge zn positiven Ko- 


£ A 
effizienten 99 91% - - +» In Mit dem ‚„Residuenpolynom“ R,(A) = II (1 =, er- 


i=0 I 
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gibt sich mit =: = HR, WE und, -UIEER, (W)f. Das Polynom 
R,(4), dessen Nullstellen durch die positiven q, festgelegt sind, liefert Anhaltspunkte 
über die bei x, erzielte Genauigkeit und läßt Rückschlüsse zu über eine geeignete 
Wahl der q,im Sinne der besten Strategie. Um zu einer exakten Lösung des Strategie- 
problems zu gelangen, wird unter der Voraussetzung, daß alle Eigenwerte von p) 


1 2 
in (0, 1) liegen, die Größe pn — |" o(A)d2 als ein Maß für die Größe des 
0 


Fehlers eingeführt. Für die in 0<A<1 positive beliebige Dichtefunktion o (A) 
A 

muß je di existieren. Es wird gezeigt, daß durch die Wahl R,(4) = P,(A), 
FE) 


wobei die P,(A) die Orthogonalpolynome zur Dichtefunktion 0 (A) im Intervall (0, 1)) 
mit der Normierungsbedingung P,(0) = 1 sind, die Maßfunktion y, zu einem Mini-- 
mum gemacht wird. Das so zu einer gegebenen Dichtefunktion gehörige Gradienten-- 
verfahren ‚‚bester Strategie“ hat u.a. die Nachteile, daß die g, als Nullstellen hi 
P,„(A) ermittelt werden müssen, ferner g, von der Reihenfolge der q, abhängig ist 
und die Zwischenpunkte keine Punkte bester Strategie sind. Die Verallgemeinerung 
des Iterationsprozeses u =(0, = +4 mit Au, = Ye, FR Au 9l 
vermeidet die angeführten Nachteile. x, kann ohne Kenntnis der Nullstellen von: 
P,„(A) ausgerechnet werden, die q, und p, ergeben sich aus den dreigliedrigen Rekur-- 
sionsformeln der P,(A). Nicht nur der Endpunkt, auch jeder Zwischenpunkt ist ein 
Punkt ‚‚bester Strategie“ in dem Sinne, daß jedes y, zu einem Minimum gemachtt 
wird. Iterationsverfahren dieser Art werden als anfangskonvergente Verfahren be-- 
zeichnet. Spezialisierung führt auf das n-Schrittverfahren oder die Methode derı 
konjugierten Gradienten. — Im nächsten Abschnitt wird die Konvergenz streng: 
untersucht, wobei das Verfahren der konjugierten Gradienten eine Ausnahme-- 
stellung einnimmt, da die Residuenvektoren ein Orthogonalsystem bilden. Schließlich: 
werden Untersuchungen mit stetigen Dichtefunktionen, insbesondere mit o(A) =: 
»1-N fa, a>0, P>-—Ht, fA)>0 und zweimal stetig differenzierbar in: 
0<A<S 1 vorgenommen. — Die verschiedenen Vorgehen wurden durch Behand-- 
lung der Poissonschen Gleichung Af=—1 und f=0 auf dem Rande (Torsion' 
eines quadratischen Querschnittes) mit Differenzenmethoden erprobt. H. Unger. 

eo Stiefel, Eduard L.: Kernel polynomials in linear algebra and their numerical 
applications. Four leetures on solving linear equations and determining eigenvalues. 
Eidgenössische Technische Hochschule und American University 1955. 52 p. 

I. Im Intervall a<S/=b sei als Dichtefunktion o(A) eine positive stetige 


Funktion oder og()=_ n k6(A—A,) (Diraesche ö-Funktion, k, reell = 0 und 


Iı= 
a<A,<b) gegeben und P,(A) seien orthogonale Polynome zur Dichtefunktion 
0(A). Die n-te Teilsumme K,(A,, A) der Entwicklung von ö(A—A,) nach den P,(A) 
wird als n-tes Kernpolynom zur Dichtefunktion 0 bezeichnet: K,(A,4) = 


RE) er a 
> un (dabei ist N, ein gewisses Normintegral). Die K,(A,,4) sind für 


festes A, orthogonale Polynome zur Dichte (A — A,) 0(A) und unter allen Polynomen 
P(4) höchstens n-ten Grades mit vorgegebenem Punkt P(A,) =«a hat cK, 4, A 
mit passendem c die kleinste Norm. II. Bei dem Gleichungssystem Ax = k (in 
Matrizenschreibweise) wird ein Iterationsverfahren verwendet La = +41 
As, = rl, =. Die ,—=k— Ax, sind die Defekte (Residuen), die Skalare %; 


heißen Relaxationsfaktoren. Einem Prozeß von n Iterationsschritten wird das 
n—1 


$ A 
Residualpolynom R,(A) = II ( 1— = zugeordnet. Das Iterationsverfahren 


b 
„bester Strategie‘ bezüglich des Fehlermaßes f R,„(A)?o(A) dA (wobei alle Eigen- 
a 
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werte von A in <a, b) liegen mögen) erhält man so: man wähle eine Dichte o(A) und 
nehme als Relaxationsfaktoren die Wurzeln des n-ten zugehörigen Kernpolynoms 
K,„(0, 4). Es folgen Untersuchungen über die Wahl der Dichtefunktion und im Falle 
einer symmetrischen positiv definiten Matrix A die Annahme einer besten Strategie, 
die zudem nach endlich vielen Schritten die Lösung x ergibt. III. Zur Bestimmung 
der Eigenwerte von A (diese seien positiv) werden die iterierten Vektoren r, = 
K,(Agy A) k/K,(Ag 40) gebildet, wobei k ein willkürlicher Vektor ist, und Kombi- 
mationen verschiedener Methoden (Potenzbildung r,, Ar, A?r,,-.., Transfor- 
mationen des Spektrums, gebrochene Iteration usw.) untersucht. IV. Der Dichte o 
wird eine Q-D-Tafel (Quotienten-Differenzen-Tafel) mit doppeltem Eingang zu- 
Bpränet. Die erste Spalte enthält die Quotienten S%+D/S% der Momente SW — 


Ak o(}) dA, die weiteren Spalten lassen sich aus der ersten nach einem einfachen 
‚Rhombusgesetz‘“ berechnen; die Zeilen liefern die Koeffizienten von Rekursions- 
ormeln der Kernpolynome. Bei einer Diracschen Dichte o(A) bricht das Schema ab 
eine Spalte enthält nur Nullen) und die Zahlen einzelner Spalten konvergieren 
egen die Wurzeln eines Kernpolynoms; das kann zur Bestimmung der Eigenwerte 
on A (ohne Berechnung des charakteristischen Polynoms) benutzt werden. 

L. Collatz. 

Botek, L. V.; Über numerische Integration von Gleichungen im Komplexen. 
Vy£islit. Mat. vy£islit. Techn. 2, 94—96 (1955) [Russisch]. 

Es werden mehrere Formeln zur numerischen Integration von dw/dz = f(w, 2), 
(2) = w, in einem Bereich der komplexen z-Ebene angegeben, wenn f(w, 2) eine 
nalytische Funktion ist. Ist z. B. win den Punkten 2,3, =4+h,3=4+tih 
kannt, so ist der Wert für „=234,+(1+%h durch 


wet) + BU A+Bi-DR+B-2NKI HR 


nit |Rl= _ Irlt |w®| gegeben; ist w in den Punkten ,3=24,+(1+%)h, 
3, +2h ,=4+ (1 i) h bekannt, so ist der Wert für, =2,+ h durch 
al 


m tn tw t+wW)+zslh-ih-h Fijghecr 


it |R| = Ih|® |w‘®| gegeben. W. Schulz. 


Heidam, K. Zeuthen: An approximation formula for the determination of 
reas. Nordisk mat. Tidskrift 3, 107—110 (1955). 

Verf. approximiert die Segmente einer Kurve zwischen den Punkten P,_, und 
» (k=1,2,...,n), durch kubische Parabeln und erhält für die von der Kurve 
— f(x), y=0, = x, und«= x, begrenzte Fläche B stalls 0, er, die 
"ormel 


F= Sal +) 


elche eine Korrektion der Trapezformel liefert. In den Korrektionsgliedern 
poroximier Verf. dann die Neigung der Tangente in P, durch die der Geraden 

we 3..,n=]) und setzt im Anfangs- und Endpunkte die Neigung 
‚iner quadratischen Parabel ein. Für n= 2 geht die Formel über in die von 
V. Brun (dies. Zbl. 52, 3). E. M. Bruins. 
Mitrovid, Dusan: Conditions graphiques pour que toutes les racines d’une equa- 
ion algebrique soient ä parties reelles n6gatives. C. r. Acad. Sci., Paris 240, 1177 — 
1955): 
=; En nt = #2 rar 72 ra,,2r0, 0-tar7 2 denz Wert 
tein, dann ist (mit ?=r, E=a,, n—4) ee 
SL „amt... Asof(i)= Ri EN), nn) Fa Di 
24 
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Die Vorzeichen von X (t) und Y(t) können bestimmt werden mit Hilfe der (S N)- 
Kurve und den Schnittpunkten der Geraden €&=a, „und 7 —q, mit dieser Kurve. 
Verf. zeigt, daß die Wurzeln der Gleichung f@) = alle einen negativen Realteil 
haben, wenn der Punkt (a,_,,@,) im ersten Quadranten liegt und die Kurve ab- 
wechselnd 7 = 4, und Een Punkte schneidet, während der erste 
Schnittpunkt auf 7 = a, liegt. E.M. Bruins. 

Ugod£ikov, A. G.: Elektrische Modelldarstellung der konformen Abbildung 
eines Kreisrings auf ein gegebenes zweifach zusammenhängendes Gebiet. Ukrain. 
mat. Zurn. 7, 305—312 (1955) [Russisch]. | 

Let D be a double connected plan domain which boundary consists of the curves 
Land L’ and z=gp(£) the function which maps conformally 9, je onto D! 
(o, is the modulus of D). The function giving the approximation of 2=_p(Ö) hası 

m/2 3 DR en 2 ınV = 
the form 2 — i Dun 0, £#+1: Let be &, = exp De oe . When the: 
coordinats of the points M,€ L, M, EL’, M,=g (4); Mk = P (&), 6 er 
are known, the constants C, and o, can be fixed. The author shows that the: 
points M,; and M; can be fixed on the way of the experiment with the help of 
the well choosen electrical eireuit. J. Görski. 

Polofij, 6. N.: Die effektive Lösung der Aufgabe der näherungsweisen kon-: 
formen Abbildung von einfach und zweifach zusammenhängenden Gebieten und die 
Bestimmung der Christoffel-Schwarzschen Konstanten mit Hilfe der elektrodynami-: 
schen Analogie. Ukrain. mat. Zurn. 7, 423—432 (1955) [Russisch]. 

Let D be a polygonal with the vertices A,, Aa, . . ., Ä„. The Christoffel-Schwarz 
formula gives the conformal mapping © = 9(2) of the unit circle lz| =S 1 onteB! 
so that the points a,, @,, ... ., @, of |2| = 1 are mapped on the vertices A,, Ay. . „Ay, 
(dj, @,, Q, are choosen arbitrary). The author gives the experimental method of! 
denoting the remaining points @,, Q,, ... -, a, which are mapped on A,4A,,..., Ay. 
This method consists of the construction of an electrical eircuit. It is proved that when ı 
the points @,,Q,, . . ., @, received by this method sufficiently little differ from a,,, 
ss. ..,@, the corresponding function tends to @(2). The by this way received 
method of approximation of the function @(2) is used to obtain the approximation! 
of the conformal mapping of a given simply or doubly connected domain. 

J. Görski. 

Adams, €. W.: Small computers in alarge world. Proc. Eastern Joint Computer‘! 
Conference, Philadelphia, Dec. 8—10, 1954, 1—3 (1955). 

Rice jr., Rex: Why not try a plugboard? Proc. Eastern Joint Computer Con-- 
ference, Philadelphia, Dec. 8—10, 1954, 4—10 and discussion 10—11 (1955). 

Perlis, A. J.: Characteristies of currently available small digital computers. Proc. 
Eastern Joint Computer Conference, Philadelphia, Dec. 8—10, 1954, 11—16 (1955). 

Fuller, H. W., P. A. Husmann and R.C. Kelner: Techniques for increasing 
storage density of magnetic drum systems. Proc. Eastern Joint Computer Conference, 
Philadelphia, Dec. 8—10, 1954, 16—21 and discussion 21 (1955). 

Masterson, Earl and Abraham Pressmann: A self checking high-speed printer. 
Proc. Eastern Joint Computer Conference, Philadelphia, Dec. 8—10, 1954, 22—29 
and discussion 29—30 (1955). 

Kodis, R.D.: Application and performance of magnetic-core eirceuits in com- 
puting systems. Proc. Eastern Joint Computer Conference, Philadelphia, Dec. 8—10, 
1954, 30—34 and discussion 34 (1955). 

Byrnes, W. P.: Teletype high-speed tape equipment and systems. Proc. Eastern 
Joint Computer Conference, Philadelphia, Dec. 8—10, 1954, 35—39 and discus- 
sion 39 (1955). 


Hayes, R. M.: Operating characteristies of the national cash register company’s 
deeimal computer, the CRC 102-D. Proc. Eastern Joint Computer Conference, 
Philadelphia, Dec. 8&—10, 1954, 40—41 and discussion 41 (1955). 
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Greene, G. B.: The marchant computer system. Proc. Eastern Joint Computer 
Conference, Philadelphia, Dec. 8-10, 1954, 42—45 and discussion 45 (1955). 

Felker, J. H.: Performance of TRADIC transistor digital computer. Proc. 
Eastern Joint Computer Conference, Philadelphia, Dec. 8—10, 1954, 46—48 and 
discussion 48—49 (1955). 

Orden, Alex: Application of the Burroughs E 101 computer. Proc. Bastern 
Joint Computer Conference, Philadelphia, Dec. 8—-10, 1954, 50—53 and discus- 
sion 54 (1955). 

Bell, W.D., W. L. Murdock, H. Schutzberger and R. Foster: Small digital 
computers and business applications. Panel discussion. Proc. Eastern Joint Computer 
Conference, Philadelphia, Dec. 8-10, 1954, 55 (1955). 

Hamming, R. W., Sibyl Rock, A. L. Samuel and W. €. Carter: Redundancy 
checking for small digital computers. Proc. Eastern Joint Computer Conference, 
Philadelphia, Dec. 8—10, 1954, 56—57 (1955). 

Carr, J. W., John Lowe and Walter Ramshaw: Small digital computers to 
assist large digital computers. Proc. Eastern Joint Computer Conference, Philadel- 
phia, Dec. 8—10, 1954, 57—58 (1955). 

Perry, J. W., M. M. Berry, F. U. Luehrs jr. and Allen Kent: Automation of 
information retrieval. Proc. Eastern Joint Computer Conference, Philadelphia, Dec. 
8—10, 1954, 68—72 and discussion 72—73 (1955). 

Hendrickson, A. P., 6. I. Williams and J. L. Hill: Message storage and pro- 
cessing with a magnetic drum system. Proc. Eastern Joint Computer Conference, 
Philadelphia, Dec. 8—10, 1954, 74—77 and discussion 78 (1955). 

Boermeester, J. M.: Analysis of business application problems on IBM 650 
magnetic drum data-processing machine. Proc. Eastern Joint Computer Conference, 
Philadelphia, Dec. 8—10, 1954, 79—80 and discussion 80—81 (1955): 

Finkelstein, N. A.: Small digital computers and automatic optimal design. 
Proc. Eastern Joint Computer Conference, Philadelphia, Dec. 8—10, 1954, 81—84 
and discusssion 84—85 (1955). 

Austin, K.L.: The electro-data computer in a data-reduetion system. Proc. 
Eastern Joint Computer Conference, Philadelphia, Dec. 8—10, 1954, 85—90 and 
discussion 90 (1955). 

Krider, L. D.: Applications of automatic coding to small caleulators. Proc. 
Eastern Joint Computer Conference, Philadelphia, Dec. 8—10, 1954, 64—67 u. dis- 
cussion 67 (1955). 

Verf. liefert einen Beitrag zur Vereinfachung der Programmierung bei kleinen 
Rechenautomaten. Er beschreibt einen für den Magnettrommelrechner IBM 650 
entwickelten speed-code, mit dessen Hilfe auf der Trommel fest eingetragene Unter- 
programme aufgerufen werden. Dieser Code ist ein Einadressencode, der zweite 
Operand ist stets das vorhergehende Resultat. Der gegenüber direkter Program- 
mierung auftretende Verlust an Operationszeit wird teilweise dadurch ausgeglichen, 
daß die fest eingetragenen Unterprogramme optimal sind, d.h. durch zweckmäßige 
Anordnung der Befehle auf der Trommel eine möglichst geringe Suchzeit erfordern. 
Die Programmierung ist bei Benutzung des beschriebenen Code so einfach, daß an- 
fallende kleinere Probleme fast ohne Vorbereitungszeit bearbeitet werden können. 

K.-H. Bachmann. 

Wilkinson, J. H.: An assessment of the system of optimum coding used on the 
Pilot automatic eomputing engine at the National Physical Laboratory. Philos. Trans. 
Roy. Soc. London, Ser. A 248, 253—281 (1955). | 

Darstellung der charakteristischen Züge der „Pilot AOB“ (Teddington, Middlesex 
' England), insb. der befolgten Programmethode. Die erzielte Beschleunigung der 
_ Rechenprozesse wird an Beispielen belegt und mit denen anders entworfener Ma- 
schinen, insbesondere der EDSAC (Cambridge) verglichen. Einerseits kann man die 


24* 
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für oft benötigte Worte (Instruktionen, Operationsziffern) notwendige „Zugangszeit“ 
durch ein zusätzliches kleineres „Zugangsgedächtnis‘‘ („access storage‘‘) herabsetzen, 
und andererseits gleichzeitig mit der Ausführung einer Instruktion schon die 
nächstbenötigte Instruktion auswählen lassen, so daß direkt nützliche Operationen 
unmittelbar aufeinander folgen. Die einer solchen Maschine angemessene Methode 
der Programmierung heißt „optimum coding“, was natürlich nicht besagen soll, 
daß ein genaues Optimum in irgendeinem Sinn erreicht wird. Man erleichtert so 
auch die Programmierung selber. Die besonders sparsam gebaute Pilot ACE, die 
ursprünglich nur Versuchsmodell für eine große, von A. M. Turing in seiner Schule 
geplante ACE war, hat sich so gut bewährt, daß man jetzt leicht modifizierte 
Kopien (DEUCE genannt) herstellt. D. Tamari. 

e Wachendorf: Allgemeine mathematische Berechnungen auf Brunsviga- 
Doppelrechenmaschinen. Bearb. u. erw. v. Bodo Schrader. Braunschweig: Bruns- 
viga Maschinenwerke A. G. 1955, 18 S. (Copyright 1951). 

Die vorliegenden Blätter geben die Grundregel für das Rechnen mit der neuen 
Brunsviga-Doppelrechenmaschine und erläutern dabei die Besonderheiten der neuen 
Brunsviga-Rechenmaschinenschrift. Ferner vermitteln sie im zweiten Abschnitt 
ein Bild der zahlreichen Verwendungsmöglichkeiten dieser Maschine an Hand der 
Grundaufgaben und von Rechenübungen. F.-A. Willers. 

e Orloff, Constantin: The fundamentals of practical spectral arithmetie and 
algebra. Instructions for a new method of caleulation on calculating machines. 
Yugoslavia: Printed at Vrsac at Libertatea. 46 p. 

In dieser kleinen Monographie stellt Verf. klar dar, wie man die spektrale Arith- 
metrik und die spektrale Algebra treiben sollte und mit der Rechenmaschine treiben 
kann. Simultanes Addieren und Multiplizieren, Berechnung von Summen a,b, + 
Gb, +Q;,b, +: werden ausführlich diskutiert. Addition von Polynomen, 
Multiplikation von Polynomen, Transformation auf Polarkoordinaten und einfache 
lineare Gleichungen findet man dargestellt. Verf. teilt mit, daß diese Art Berechnung 
eine enorme Zeitersparung mit sich bringt. Ref. möchte bemerken, daß man sich 
kaum denken kann, daß für Berechnungen mit kleinen Zahlen die Zeitersparung sehr 
groß ist, während für Berechnungen mit größeren Zahlen man eine Rechenmaschine 
mit außerordentlich viel Stellen benützen müßte, um bequem arbeiten zu können. 
Nennt man eine Maschine mit a Stellen im Einstellwerk, b Stellen im Zählwerk und c 
Stellen im Resultatwerk eine [a, b, c]-Maschine, so hat man in den folgenden Beispielen 
Material, um sich eine Vorstellung zu machen. Die Berechnung der Produkte 8 x 7, 
32 x 13,26 x 12 kann man mit einer [2, 2, 3]-Maschine mit 3+4- 3 —= 10 Um- 
drehungen und zwei Löschungen erhalten. Die spektrale Arithmetik fordert die 
Multiplikation 


8000032026 x 7000013012 = 56[000 328 278416 7221312 


also 14 Umdrehungen auf einer [10, 10, 20]-Maschine und im Resultat sind 12 Stellen 
parasitisch. Die Berechnung von 54 x 23-+48 x 32446 x 51 kann man mit 
einer [2, 2, 4]-Maschine, nach 16 Drehungen und zwei Löschungen, ausführen. Die 
spektrale Methode erfordert das Multiplizieren von 


5400480046 x 5100320023 — [27544 176]5124]25 761058], 


also eine [10, 10, 20]-Maschine, und mit genau derselben Drehungszahl bekommt man 
das Resultat mit 16 Parasitstellen. E. M. Bruins. 
eSmirnov, A. D.: Tafeln der Airyschen Funktionen und spezieller ausgearteter 
hypergeometrischer Funktionen zur asymptotischen Lösung von Differentialgleichun- 
gen zweiter Ordnung. (Akademie der Wissenschaften der UdSSR. Rechenzentrum. 


Mathematische Tafeln.) Moskau: Verlag der Akademie der Wissenschaften der 
UdSSR 1955. 262 S. R. 28,— [Russisch]. 
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U, (8, %) und U,(s, &) seien die Lösungen der verallgemeinerten Airyschen Dif- 
ferentialgleichung U’()+sU)=0 mt UOV)=1, Uno, 
U, (,)=0, U, (0,«)=1. Im Fall «=1 ergibt sich die gewöhnliche Airysche 
Ditferentialgleichung. V;(s,?2,) und V,(s, 2,) seien die Lösungen der ausgearteten 
hypergeometrischen Differentialgleichung 

HERAN] 0 
mit 9,0, 90) =1, V7,(0,2)=0, 7, (0, 2) = 0,.V;(0,9,) =1. Mit den Lösungen 
dieser Gleichungen hängen Aufgaben zusammen, die bei der Untersuchung der 
_ Stabilität von Bewegungen, in der Theorie der Ausbreitung von Radiowellen, in der 
Gasdynamik und anderswo auftreten. Außerdem kann man mit Hilfe dieser Funk- 
tionen Aussagen über das asymptotische Verhalten der Lösungen gewisser gewöhn- 
licher Differentialgleichungen zweiter Ordnung gewinnen. Nach einer Zusammen- 
stellung von Eigenschaften der Funktionen U(s,x) und V(s, 2,) (Reihenentwick- 
lungen, asymptotische Entwicklungen, Zusammenhänge mit Besselschen Funktionen) 
und Veranschaulichung ihres Verlaufs durch einige graphische Darstellungen sind 
Fabuliert: 1. U,(s, 1), U,(s, 1), Uyls, 1), Orls, 1) für -6<ss 10; 2. die Inte- 


grale 


/3 I? (2/3) 


2nYVs 
V.() =1 m z (6,1) — 


8 


Va) = [726 - 


8 


|« V,.(5) = J RG DEI) 


a ds, 
3Vs 

on % 

2 V3 Ri, Vs 


ee 210 320,0), 125(5,0)," U, 0), Usla,o) füra = 1/4,.1/3, 1/2, 
ala, 5]4, 4l3, 3/2, 5/3, 74,2, —1/4, 1/3, 1/2, —2/3, —3/4uendO=s=6; 
4. V,(s, 20): V2 (8 Po), Vils: Po), Va(8P,) für die 10 Werte 9, = 0,1; 0,25... 
...;10 und 0O<s<10. — Die Schrittweite ist in allen Fällen As = 0,01. Die 
Funktionswerte sind auf 4, teilweise auf 5 Dezimalen angegeben. Aufgeführt sind 


ferner die ersten 5 Nullstellen s,,...,s, der Funktionen V,(s,7,) und Vz(s, Po) 
für die 10 Werte 2, = 0,1; 0,2;...; 1,0. Die Anordnung der Tabellen ist übersicht- 
lich, der Druck gut. W. Schulz. 


Glowatzki, Ernst: Sechsstellige Tafel der Cauer-Parameter. Abh. Bayer. Akad. 
Wiss., math.-naturw. Kl., n. F. Heft 67, 37 S. (1955). 
Six place tables for the so called Cauer Parameters are given. Theseare defined by 
1 n+DI2 5 


u ge n/2 
Om —Ysindsn (=K:9), A er IT 0,21. (N 8a) KA 2 VE (n even). 


The notations are: K = complete elliptie integral of the first kind, sn ((m/n) K;d) = 
Jacobi’s elliptie function of the argument (m/n) K, k = sin d — Modulus. a, 
and — In A are represented as functions of 9 (()<#< 90°, in steps of one degree). 
The regions of the parameters m,n are m=], a se We, De De herce 
rences with respect to the applications of these parameters in electric network and 
approximation theory are given [see also Glowatzki, ibid. Heft 59 (1953)]. 

F. Oberhettinger. 


e Solodovnikov, V. V., Ju. I. Topteev und G. V. Krutikova: Die Frequenz- 
methode zur Konstruktion von Übergangsprozessen. Mit einem Anhang: Tafeln und 
Nomogramme. Handbuch. Moskau: Staatsverlag für technisch-theoretische Lite- 
ratur 1955. 195 8. R. 12,40 [Russisch]. 

Zur Bestimmung der Übergangsfunktion mit Hilfe der trapezförmigen Charak- 
_teristiken wird die Ortskurve durch trapezförmige Teilstücke approximiert. Dadurch 
wird die Integraldarstellung der Übergangsfunktion auf eine endliche Summe. ge- 
wisser typischer Funktionen h,(t) zurückgeführt. Diese Funktionen sind Linear- 
kombinationen von Integralsinus und können tabelliert werden. Das Verfahren 
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erlaubt es, 1. die Übergangsfunktion auch aus experimentell gewonnenen Frequenz- 
bildern zu erhalten, 2. die Bestimmung der Übergangsfunktion auf einen für den 
Praktiker so willkommenen rein mechanischen Rechenprozeß zu reduzieren. Die 
Anwendung dieser Methode stieß aber bislang auf eine Schwierigkeit: es fehlten 
befriedigende Tabellen für h,(t). Diese Lücke wird nun durch das vorliegende Werk 
geschlossen. Das Buch enthält vierstellige Tabellen der Ah,(t)-Werte für O<r<I 
mit Intervallen 0,01 und für 0 <t << 50 mit Intervallen 0,2. Der Vergleich mit den 
alten dreistelligen Tabellen von Solodovnikov zeigt, daß diese letzteren in den 
dritten Stellen durchweg ungenau sind. Außer den h,-Tabellen bringt das Buch 
Tabellen für den Integralsinus und zahlreiche Hilfskurven und Nomogramme zur 
Erleichterung von Zwischenrechnungen. Dem Tabellenteil (S. 76—195) sind eine 
sehr ausführliche theoretische Darstellung der Methode (S. 7—41) und zahlreiche 
Anwendungsbeispiele (S. 42—75) vorausgeschickt. P. Sagirow. 


Wahrscheinlichkeitsreehnung und Anwendungen. 
Wahrscheinlichkeitsrechnung;: 


Finetti, Bruno de: La notion de „‚horizon bayesien“. Centre Belge Rech. math., 
Colloque Analyse statist., Bruxelles du 15 au 17 dee. 1954, 57—71 (1955). 

A verbal presentation of the author’s ideas on the reconciliation of subjectivistic and ob- 
jectivistic probability theory. Cf. this Zbl. 44, 134. 

Anderson, T. W.: The integral of a symmetrice unimodal funetion over a sym- 
.metrie convex set and some probability inequalities. Proc. Amer. math. Soc. 6, 170— 
176.(1950). 

Let E denote a convex set in the n-dimensional space symmetrie about the origin,, 
f(x) a non-negative function defined and integrable on E for which f(-x) = f(x) 
and the set of those & for which f(&2) > c is convex for every c > 0. It is proved 
in the paper that under the above conditions 


() fertrnd> [Hart yde 


for every yand everyk(O=Sk< 1). This theorem is applied to derive inequalities ı 
on probability distributions, and these inequalities are used to prove some results: 
on the distribution of functionals of stochastie processes and on statistieal tests. . 
One of the results obtained this way is the following: let f(x) denote a density func- 
tion of an n-dimensional random vector, suppose f(—x) = f(x) further that the: 
set of those x for which f(2) Z c is convex for every c> 0. Let us suppose that the 
random vector & has the density function f(x — 0) where 9 is an unknown vector. 
We wish to test the hypothesis 0 = 0 by the following procedure: we choose a set 
E which is convex and symmetrie around the origin and take one observation on 51 
if the observed value of £ is not contained in E, we reject the hypothesis 9 = 0, the 


significance level being «= 1— h (2) dx. The application of a corrolary of the 
E 


above mentioned theorem gives the result that the test described above is unbiased, 
i.e. the probability of rejeetion is minimal under the hypothesis = 0. A parti- 
cular case in which this result is valid is when f(x) is the density function of a multi- 
variate normal distribution with mean 0; in this case the test deseribed above is 
strietly unbiased if E is bounded. A. Renyi. 


Sherman, S.: A theorem on convex sets with applications. Ann. math. Stati- 
stics 26, 763— 767 (1955). 

Generalisation d’un thöor&me de T. W. Anderson (ef. la recension pr6cedente). 
Si E est un ensemble convexe dans l’espace & n dimensions, symeötrique par 
rapport & l’origine, soit f(x) > 0 une fonetion telle que, VIE vi 


3705 
2 /f()>wWt=K, soit convexe pour tout u(<u<oo); 3° 1) ted)dr<e9, 
alors Sie +ky)de> N) faz+y)de; 0 <k< 1. Applications statistiques. 


E. A. Sade. 
Simaika, Jacques: Sur une valeur typique d’une distribution de direetions. ©. r. 
"Acad. Sci., Paris 241, 1375—1377 (1955). 
e Wenn F(6) ein Verteilungsgesetz der Richtungen 6 ist, dann nennt der Verf. 
_ diejenige Richtung r 6 eine ‚typische‘, für welche 


(sin 7 6)/M sin 8 = (cos rH)/M cos = 1/+Y (M sin 8)2 + (M cos 9), 
ausgenommen den Fall Msind =M cos = 0. Die typische Richtung ist ein 
additives Funktional: (d, + 6.) =, + r9,. Insbesondere wird T($ +) = 
79 +x, wenn die zufällige Größe x eine Konstante ist. Im Falle eines rektifizier- 
baren Bogens ist die typische Richtung diejenige der Sehne. Eine unmittelbare 
Verallgemeinerung wird für die Richtungen im Raume gegeben. Schließlich gibt 
der Verf. einen Hinweis betreffend die Probleme der morphologischen Geologie. 
x O. Onicescu. 

Zinger, A. A. und Ju. V. Linnik: Über eine analytische Verallgemeinerung des 
“ramörschen Satzes und seine Anwendung. Vestnik Leningradsk. Univ. 10, Nr. 11 
(Ser. mat. fiz. chim. 4), 51—56 (1955) [Russisch ]. 

The authors prove the following generalization of a well known theorem of 
H. Cramer (this Zbl. 16, 363): IE A(t), (ld), . .‚/,() are characteristic functions, 
Br 0,....,a, positive numbers and (1) f*(t) f®(t) Jr) = eivt—#l2 js valid 
for —oo<t< - 00, where y is a real number, then f,(l) is the characteristic 
function of a normal distribution (j =1,2,...,s). This theorem is applied to give 
a new and simple proof of a theorem of V.P. Skitovic (this Zbl. 55, 367) according 
#5. which if 2, 2,--..%, are independent random variables, a, and 5, 


n 


n N 
(k=1,2,...,n) real constants, further „= 3 a,%, and „= 23 bes, rare 
1 k=1 


also independent, then, for those values of k for which a,b, #0, x, is normally 
distributed. A. Renyi. 
Sugiyama, Hiroshi: On the asymptotie behavior of $ Pm? in case of certain 
probability distributions. II. Math. Japonicae 3, 121—126 (1955). 
(Teil I siehe dies. Zbl. 48, 360.) Für diskrete, bezüglich eines Parameters A > 0 
unbeschränkt teilbare Verteilungen mit endlicher Varianz V (A) und periodischer 
(Periode 2x) charakteristischer Funktion p(t;A) beweist Verf. streng: 


Di) (et; a)at 


Ya 


und für ganzzahliges A= N > 00 asymptotisch: Ep? (Nm [ayr v m], = 


2, (A) die Wahrscheinlichkeit an der m-ten Sprungstelle der durch A charakterisierten 
Verteilung bedeutet. Bei konti nuierlichem Parameter A läßt sich die obige asym- 
ptotische Gleichung auf beliebige A> 0 ausdehnen. Der Satz umfaßt frühere 
Resultate betreffend Poisson- und Binomialverteilung und dehnt diese aus auf die 
Polya-Eggenberger-Verteilung. M. P. Geppert. 

Hoeffding, Wassily and 8. 8. Shrikhande: Bounds for the distribution function 
of a sum of independent, identically distributed random variables. Ann. math. Sta- 
tisties 26, 439—449 (1955). 

Distribution functions of sums of n independent, identically distributed random 
variables are considered when k prescribed moments and the range are given. Such 
distribution functions are approximated by distribution functions which are pure 
stepfunctions. For non negative random variables X and Y explieit bounds are 
given for the „tails‘“‘ PX+Y7>6). H. Bergström. 
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Baxter, Glen: An analogue of the law of the iterated logarithm. Proc. Amer. 
math. Soc. 6, 177—181 (1955). 

Let us suppose that the random variables %,1, ya + - +» %, are independent 
and identically distributed, P(x, =1)=An and Pa. =0)=1-An 
A>0; k=1,2,...,n) for each value of n=1,2,.... Tet us put Ss, =r.0 
&a +4 %um It is proved that if all the variables x,, are independent, then 


Ä o lo& 
P(lim a = 1) el: 


Nn— 00 (o) 


further another result of similar type valid under different conditions of indepen- 
dence is also given. The proofs are based on the well known lemma of Borel-Cantelli. 
A. Renyi. 
Tsurumi, Shigeru: On the strong law of large numbers. Töhoku math. J.,, 
II. Ser. 7, 166—170 (1955). 
Es wird folgender allgemeiner Satz bewiesen: Sei {X,(&)} eine Reihe von un-- 


abhängigen zufälligen Größen unter Vorhandensein eines positiven k, für welches; 
n—1 


lim sup — 2 PEN 
n i=0 


ZELPÜER GEIL ZBOE In. Anl) Im}) 
für jedes m und jedes System von endlichen wie unendlichen Intervallen J,, Ja,..., J 
Dann sind die zwei Sätze 


m*“ 


S \ 

IH] Pid&) < oo und elle im 2%, &=o nu 
n=1 |X, (£)|eAr i=1 
äquivalent, wie auch immer die abzählbare Zerlegung des Intervalles [0, ©) in borel-- 
sche Mengen A,, A,,..., A, ... sei. Der Beweis wird mit Hilfe eines Lemmas ge-- 
führt, das die inneren ergodischen Eigenschaften der Reihe ausdrückt. 

O. Onicescu. 

Finkel’Stejn, B. V.: Die Grenzverteilung der Glieder der Variationsreihe von: 
Größen, die durch eine einfache stationäre Markovsche Kette verbunden sind. Ukrain.. 
mat. Zurn. 7, 313—332 (1955) [Russisch]. 

Let the sequence X, %,...,%, of random variables be a stationary Markoff| 
chain. Let us arrange the numbers x, according to their order of magnitude, and let: 
us denote this ordered sequence by 1 S Wa ZZ Yyn. The author investigates: 
the necessary and sufficient conditions for the stability (resp. relative stability) 
of the sequence Y,,„_,1f sis fixed (s = 0,1,...)and n — oo, the possible limiting: 
distributions of the (suitably normed) sequence %, „_, further the domains of attrae- 
tion of these limiting distributions. By other words, the author develops a theory 
of order statistics of Markoff chains, according to the pattern of the theory which 
exists for order statistics of a sequence of independent random variables [see N. V. 
Smirnov, Trudy mat. Inst. Steklov 25 (1949)]. A. Renyi. 

Blanc-Lapierre, A.: Considerations sur certains processus ponetuels et sur des 
fonctions al&atoires associees. Centre Belge Rech. math., Colloque Analyse statist., 
Bruxelles du 15 au 17 dee. 1954, 25—55 (1955). 

The paper is mainly an instructive collection of examples of point processes 
and stochastie functions related to such processes. G. Elfving. 

Hornby, Harold: Sur une proprist& invariante des fonetions alöatoires A symetrie 
hyperspherique avec composantes gaussiennes et stationnaires. C. r. Acad. Sci., 
Paris 241, 353—355 (1955). 

Soient X,(t) (e=1,2,...,M) des fonctions aleatoires independentes, identi- 
quement distribudes, gaussiennes, stationnaires du second ordre et centrees, avec 
fonetion de covariance Y(r) — W, possedant des derivees de tous ordres. Posons 
I=-XH)+:+Xul et ZU = Rt) = X) +---+Xy? (tl). Tenant 
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compte des resultats obtenus dans une note anterieure' [C. r. Acad. Sci., 
Paris 240, 2480— 2482 (1955)], ’A. montre que si W(&E,n,&) represente la fonc- 
tion de distribution dela famille {Z(t), R’(t), R’(t)}, V’esperance mathematique du 
nombre des maxima de la fonction aleatoire Z(t), dans l’intervalle (t, t + dt), est 
donnee par la formule 


Nyd=dj def EWiE0,H«k, 
(0) 0 


“d’ou il en resulte pour M quelconque N(t) = (2n)-! [Y,Y/—-Y,]"2. De me&me, 
l’esperance mathematique dunombre des maxima de la vitesse de la fonction al&atoire 
R(t), dans l’intervalle (t, t + dt), est, pour M quelconque 

A a ee R. Theodoreseu. 

Spa@ek, Antonin: Regularity properties of random transforms. Czechosl. math. 
J. 5(80), 143—149 u. russ. Zusammenfassg. 149—151 (195). 

Die 1954 angekündigten Ergebnisse des Verf. [Ber. Tagung Wahrscheinli ch- 
keitsrechnung math. Statistik Berlin 1954, 109—111 (1956)] werden bewiesen. Es 
handelt sich um die insbesondere von J.L. Doob (z. B. dies. Zbl. 32, 34, oder 
Stochastic Processes, New York und London 1953, Kap. II, 2) geklärten Probleme 
des Maßes in Funktionenräumen. Hier wird die Borel-Algebra über der Menge 
aller Abbildungen eines metrischen Raumes X in einen Raum Y auf interessante 
Weise unter Benutzung einer Zerlegung von X in abzählbare Teilmengen darge- 
stellt. Dadurch ergeben sich leicht Möglichkeiten, beispielsweise in der Teilmenge 
der stetigen Abbildungen ein Maß einzuführen. Ergebnisse bezüglich bedingter Wahr- 
scheinlichkeiten werden in Aussicht gestellt. D. Morgenstern. 

Dantzig, D. van: Chaines de Markof dans les ensembles abstraits et applications 
aux processus avec regions absorbantes et au probl&me des boucles. Ann. Inst. 
Henri Poincar& 14, 145—244 (1955). 

Es werden geeignete mathematische Hilfsmittel eingeführt, um die Probleme 
synthetisch darzustellen: so wird z.B. die Übergangswahrscheinlichkeit vom 
Punkte x zu einem Punkt der Menge X mit P% bezeichnet und als ‚„verallgemeinerte 
Matrix‘“ behandelt (wie P} für endliche Markoffsche Ketten). Noch allgemeiner 
werden ähnliche Betrachtungen für Bi gemacht, wo P°, eine, vom Parameter 
0€ 2 abhängige, o-additive Funktion der ACI ist. Ist U eine Punktfunktion 
in IT und F eine additive Mengenfunktion in 2, so dienen die Funktionale C) (U) = 
Y uU’ P°, und C(F, DU) — [Fo f u’ P$,, als „erzeugende Funktionen“, usw. — 
Als Anwendung werden Markoffsche stationäre Ketten im abstrakten Raum // be- 
trachtet mit einem Absorptionsgebiet A und mit Möglichkeit von „Katastrophen“ 
(deren Wahrscheinlichkeit vom Punkt abhängig ist). Es sei (C.)x die Wahrschein- 
lichkeit dafür, daß von x ausgehend schließlich An X erreicht wird, ohne daß zuvor 
Katastrophen oder Absorptionen stattfinden. Wichtige Eigenschaft von (4): ist 
A,2 A, soist Ca, Ca, = Cu, Can = Ca, ; 80 werden ein Satz von Kemper- 
man und eine Identität von Wald verallgemeinert. — Was Doppelpunkte anbelangt, 
so wird der Mittelwert ihrer Anzahl durch Anwendung eines verallgemeinerten 
Laplace-Operators gegeben. B. de Finetti. 
” Cox,D.R.: A use of complex probabilities in the theory of stochastie processes. 
Proc. Cambridge philos. Soc. 51, 313—319 (do. 

Let us consider a recurrent process in which events occur at the moments 
I = % 4 yo 0. where Ya % = % (=, le) are independent and iden- 
_ tically distributed nonnegative random variables, the density function of their com- 

mon distribution being f(t) (0 <t <-+ oo). As it is well known, if z(t) denotes the 
_ number of events which occurred in the time interval (0, t), the stochastiec process 
_{2(f)} is a Markoff process if and only if ft) =Ae* (> 0), with A>0 ie. if 
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istributi ] ] ] Brockmeyer,, 
the distribution of the variables x, is exponential. A. K. Erlang (see yer, 
Halstrom and Jensen: The life and works of A. K. Erlang, this Zbl. 33, 51) 
pointed out that if f({f) is the convolution of exponential distributions, i. e. if putting | 
[0,0] 


R 
% Be 
o(s) = f es! f(t) dt we have o(s) = IN where 4,>0 6G=1l2,...,r) 
sel’ y 
then ih process {z(f)} can be rather easily handled, by the following procedure: 
22 
we imagine each x, to be the sum of r independent random variables, X, = \ = ER 
where all the variables 4; (k=0,1,...; j=1,2,...,r) are independent and x;; 


a 
has the density function A,e”* (> 0). Putting s(l) =j for Y.ı +3 ae 


t<y%ıt x %, it follows that the vector process {(z(t), s(l))} is a Markofi‘ 
h=1 


process. The author suggests to generalize this artifice also to the case when again 


A;-+s 
is o()=a(a +52) (a +s)!((@ + s)? + 52)1 which corresponds tom fig 
ab? (a? + b2) e= (1 — cos bt). In such cases the procedure described above can 
formally be applied; the author asserts that in spite of the fact, that this involves the 
formal use of complex „probabilities“, nevertheless this procedure leads to correct 
results. Several unsolved problems are mentioned. No proofs are given. A. Renyi. 

Theodoreseu, Radu: Sur les relations caracteristiques des chaines de Markoff 
eontinues de multiplieite p. Acad. Republ. popul. Romine, Bul. sti., Sect. Sti. mat. 
fiz. 7, 763— 774, russ. u. französ. Zusammenfassg. 773 (1955) [Rumänisch]. 

Der Verf. unternimmt das direkte analytische Studium einer vielfachen 
kontinuierlichen Markoffschen Kette, indem er von den Verhältnissen P;x(s, t) = 
> P,(s,u) P;x (u, t) unter den fundamentalen Wahrscheinlichkeiten. die von 
j 


o(s) = II Et. but some of the A, may be complex numbers. An example 
’=1 


Onicescu eingeführt wurden, ausgeht, wobei 

Dir (S; 2) = 2, Gar Dose on Se 5p> Une t)e 
Zr Zi; msi, ssth.dh, schwer prDasDirern 
gleichungssystem erster Ordnung, welches man erhält, hat die folgende Gestalt: 


oPik s,t a h Br 
u - > Pe. )Qnl), = t, 


analog dem Kolgomoroffischen System für die einfache Kette. Mit Hilfe des adjun- 


gierten Systems schreibt Verf. auch die der Übergangswahrscheinlichkeit entsprechen- 
; Pi, (S,t , 
den Gleichungen: Ben > ah (pres), s,,<G 


087, 
Is ki], 9 4,,D5 ir (1,0) 0, (ir — (t,t,...,t)). Am letzten System kann man 
direkt feststellen, was im wesentlichen der Begriff der vielfachen Kette bedeutet, 
im Gegensatz zur einfachen Kette, auf welche sie nur formal zurückgeführt wer- 
den kann, wie die fundamentalen Wahrscheinlichkeiten es uns zeigen. Zwei Beispiele 
erläutern den Bestand der oben eingeführten Systeme. O. Onicescu. 

Theodorescu, Radu: Processus stochastiques de multiplieit6 p. Acad. Republ. 
popul. Romine, Bul. sti., Sect. Sti. mat. fiz. 7, 775—794, russ. u. französ. Zusam- 
menfassg. 793—794 (1955) [Rumänisch]. 

Der Verf. geht bei Behandlung des Falles eines kontinuierlichen Markoffschen 
Prozesses ebenso wie im Falle einer endlichen Anzahl von Zuständen — siehe vorst. 
Referat — vor. Er wendet den Begriff der fundamentalen Wahrscheinlichkeit an, 
mit deren Hilfe er eine Halbgruppe bildet und eine Ergodizität bestimmen kann. 
Die Integrodifferentialgleichungen der fundamentalen Dichte sind in dem 
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Falle, den wir absolut kontinuierlich nennen können, 


öf(s; x; t,y) Bay 
ar je 2) La y)de, set [is,03s,y) O(2,yY). 


Das adjungierte System wird wie gewöhnlich, mit Hilfe derselben Funktionen 
Q%(t,z=,y), welche diesem Prozesse eigen sind, erzielt. Verf. gibt ebenfalls Gleichun- 
gen an und untersucht auch die Existenz der Übergangswahrscheinlichkeiten 
P(s,&:;t, X). Er stellt fest, unter welchen Bedingungen die Funktionen Q* einen 
Prozeß bestimmen, und die Form der Gleichungen, welche die Fellersche verall- 
gemeinern. Im diskontinuierlichen Falle erreicht man unter gewissen Bedingungen 
das Differentialgleichungssystem 


say _ an 1 €” 0? h 
ct, 75 mr, Er (t, y) fl 77,4%... [Bi;(t,y)f]; 
sport, fs, &;s,y) = d(&,y), h=1,2,...,2. 
Verschiedene Beispiele sind am Schluß angeführt. Das letzte entspricht einer 
Brownschen Bewegung mit mehreren Zeiten. O. Onicescu. 


Gichman(Gihman), I. I.: On the theory of differential equations of stochastie 
processes. I, II. Amer. math. Soc., Translat., Ser. II 1, 111—137, 139—161 (1955). 

Englische Übersetzungen der in dies. Zbl. 45, 405 besprochenen Arbeiten. 

Edwards, D. A. and J. E. Moyal: Stochastie differential equations. Proc. 
Cambridge philos. Soc. 51, 663—677 (1955). 

Soit X un espace de Banach faiblement complet et z(f) une fonction de variable 
reelle et A valeurs dans X. En supposant la fonction z continue et & variation bornee, 
on considere l’&quation + p()&+g(l) s=2, ou? represente une derivee gene- 
ralisee. L’on d&montre l’existence et l’unieite de la solution (dont la derivee & est 
aussi consideree dans un sens generalise) pour le probleme de Cauchy et le probleme 
bilocal. Des cas particuliers de cette equation sont rencontr6s dans divers processus 
stochastiques (mouvement brownien). G. Marinescu. 

Gheorghiu, Serban: Quelques problemes concernant la division d’un segment 
par des points pris au hasard. Acad. Republ. popul. Romine, Studii Öerc. mat. 6, 
943-272 u. russ. u. französ. Zusammenfassg. 268272 (1955) [Rumänisch]. 

In dieser Arbeit werden mehrere Probleme bezüglich der Anordnung von n zu- 
fälligen Punkten &,,.. -,%,» des Intervals [0, 1], behandelt. Die Probleme der ersten 
Ordnung betreffen die zufälligen Größen u,..,4, wobi Y=u+t''' + u, 
1-*—=w,;ı und x die I-te Abszisse, der Größe nach, ist. Zum Studium 
der Verteilungen der zufälligen Größen 5 — At + Anıı ing gebraucht 
der Verf. die charakteristische Funktion, deren Ausdruck für S ®, (A, Ay: - An) = 

n! e? dz 
Ar v7 Rene) 
Differenz der Ordnung n von e*, und Dr) = = TT: s (2 — A,t) ist. Diese 
charakteristische Funktion wird in verschiedenen einfachen Fällen, wie auch im 
allgemeinen Fall untersucht und liefert nützliche Anwendungen auf zwei besondere 
Beispiele. Für die Probleme der zweiten Ordnung werden die zufälligen Größen 
U. %m +1 derselben Behandlung unterzogen wie die ursprünglichen Größen 
&:: %. Es wird auch der Fall einer unendlichen Zahl von Punkten auf der Halb- 
geraden erörtert. O. Oniceseu. 

Zoroa Terol, Procopio: Ein in der Architektur auftretendes Minimumproblem. 
 Trabajos Estadist. 6, 197208 u. engl. Zusammenfassg. 208 (1955) [Spanisch]. 
| The following problem is considered: let e. d. functions F4 (x) and F? (a) be 
given which describe the probabilities of a person starting from a point x (i.e. at 
this distance from 0) on a straight line, proceeding to z and then to 0 or toa re- 


ist, wobei [&; & - - +» &,] die aufgeteilte 
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spectively. It is required to find that 2 which makes the total expected travel a: 

minimum. The problem is easily reduced to finding 2 from F4 (x) + F? (x) = F# (oo): 

. this is satisfied either by a unique point or by all points on a a | 
. Vajda. 

Choquet, Gustave: Sur le th&or&me des points-selle de la theorie des jeux. Bull. 
Sci. math., II. Ser. 79, 48—53 (1955). 

Sind ZL, und L, topologische Vektorräume über R (Körper der reellen Zahlen), 
X<L, YSL, konvexe Kompakta und f(x, y) eine bilineare und stetige Funktion 
auf L, x L,, so gilt: f besitzt als Funktion auf X x Y einen positiven Sattel- 
punkt; d.h. es existiert ein Punkt (x,, %)) für den 
max (a Hay) 12,9) 


TvEeX ye 
ist. Sind f(a, y) und f(x, b) für keinae€ X bzw. be Y identisch 0, und X, Y streng 
konvex, so ist dieses der einzige positive Sattelpunkt. Der Satz enthält den Haupt-- 
satz über die 2-Personen-Nullsummenspiele. Sein Beweis erfolgt nach einigen! 
Variablentransformationen mit dem folgenden Hilfssatz: Sei L ein topologischert 
Vektorraum über R; ferner seien p(u), y(u) lineare und stetige Funktionen auf Z,, 
o=0, Kt Lein Kompaktum, 0OEK, K-0 in dem Halbraum 0 <o(u), dannı 
ist min [(p(u) +tyv(w)] = Olt). W. Gaschütz. 

eK 


uch 

Berge, Claude: Sur une generalisation du th6or&me de Zermelo- von Neumann.. 
©. r. Acad. Sci., Paris 241, 455—457 (1955). 

Früher [J. Math. pur. appl., IX. Ser. 32, 129—184 (dies. Zbl. 50, 356), insbes.. 
p. 157] hatte Verf. in extensiver Form eine sehr allgemeine Klasse offener Spiele: 
(games of perfect information) eingeführt. Unter gewissen topologischen Voraus-- 
setzungen wird im Vorliegenden für diese der Satz von Zermelo-v. Neumann-- 
Kuhn über die Existenz von Gleichgewichtspunkten in reinen Strategien bewiesen, . 

W. Gaschütz. 

Wolfe, Philip: The striet determinateness of certain infinite games. Pacific J.. 
Math. 5, 841—847 (1955). 

In Beantwortung einer ineiner Arbeitvon D. Gale und F.M. Stewart (s. dies. 
Zbl. 50, 143) aufgeworfenen Frage wird gezeigt, daß unter gewissen topologischen 
Voraussetzungen die dort eingeführten offenen Spiele (games with perfect inform-: 
mation) mit unendlichen Strategienmengen im Sinne der zitierten Arbeit „strietly 
determined“ sind, d.h. daß für sie in sinngemäßer Verallgemeinerung des bekannten 
Zermelo-v. Neumannschen Satzes ein Sattelpunkt in reinen Strategien existiert. 


W. Gaschütz. 


Statistik: 


e Adams, Joe K.: Basic statistical concepts. New York: McGraw-Hill Book 
Company, Inc. 1955. XVI, 304 p. 41 s/6.d. 

This text-book is written for readers who start with no other mathematics than 
school algebra, but are ready to pick up a little more. Its purpose is to teach students 
in the various fields of applications the language of the statisticians. Emphasis is laid 
on basie concepts, more complicated proofs being largely omitted. There are numerous 
carefully chosen exercises, half of them with answers. @G. Elfving. 

e Mood, A. M.: Einführung in die Theorie der Statistik. Aus dem Engl. über- 
setzt von F. Azorin Poch. Madrid: Editorial Aguilar 1955. 437 S. [Spanisch]. 

e Chacon, Enrique: Lehrbuch der Statistik. Bd. 1. Bilbao: El Mensajero del 
Corazön de Jesus 1955. 494 8. [Spanisch]. 

e Dayton, Seott: A manual of problems in statistics. Rev. ed. New York: 
Henry Holt 1955. V, 137 p. $1,95. 

Fisher, Ronald: Statistical methods and seientific induetion. J. Roy. statist. 
Soc., Ser. B. 17, 69-78 (1.955): 
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Verf. richtet sich gegen die neuere Auffassung der statistischen Methode, wie 
sie sich seit Neyman und Pearson durchgesetzt hat. Er meint beispielsweise, 
daß Tests, in denen variable Populationen oder bedingte Wahrscheinlichkeiten vor- 
kommen (etwa der der doppelten Dichotomie), so nicht erklärt werden können, und 
führt als Argument an, daß zwei Statistiker es im Laufe der letzten 20 Jahre versucht 
hätten und hinterher ihre Erklärungen zurückgenommen hätten. Man kann dieses 
Argument (das übrigens auf unrichtiger Interpretation beruht) wohl nur verstehen, 
wenn man annimmt, daß Verf. die Literatur sehr einseitig kennt und insbesondere 
den Begriff der kritischen Zone (für das Annehmen und Ablehnen von Hypothesen) 
nicht ausreichend würdigt. — Verf. kritisiert den Begriff des Fehlers zweiter Art, er 
behauptet, daß dieser Fehler nicht berechenbar sei. Diese Behauptung wäre richtig, 
wenn man die Hypothese H, gegen non-H, im Sinne einer absoluten Negation 
prüfen wollte; man prüft aber H, gegen ein H,, ohne daß von einer vollständigen 
Disjunktion die Rede sein könnte; man tut das, um eine — unwiderrufliche — Ent- 

cheidung treffen zu können. Diese Unwiderruflichkeit wird vom Verf. bestritten; 

anz mit Recht, wenn er die fragliche Entscheidung objektiv formuliert (z. B. die 
lektrische Elementarladung ist 4,803 + 0,005 E. S. E.) und mit Unrecht, wenn 
an es behavioristisch macht (ich handele bis auf weiteres unter der Voraussetzung, 
aß...). Verf. ist aber ein Gegner des „inductive behaviour‘‘; er meint, daß der 

Statistiker induktive Schlüsse zieht. Er sieht wohl ein, warum Neyman die 
Ausdrücke „Wahrscheinlichkeit von 6, größer als T zu sein‘ und „Wahrscheinlich- 
keit von T, kleiner als 6 zu sein“ nicht als äquivalent betrachtet (wenn 6 ein Para- 
meter und T eine Schätzung von ®# ist), aber schon im nächsten Absatz wirft er 
Neyman vor „violating the principles of deductive logic“, wenn dieser eine allgemeine 
Aussage wie Prf#—-t) <u<i+tts=x „as rigorously demonstrated‘ 
akzeptiert und trotzdem, ‚when numerical values are available, so that on substi- 
tution of these and use of the 5 per cent. value of t, the statement would read 
Pr (92,99 < u < 93,01) = 95 per cent., to deny to this numerical statement, 
any validity‘‘. Verf. übersieht, daß hier gar keine Rede sein kann von einem „‚syl- 
logistic process of making substitution in the major premise .. .“. — Die Tatsache, 
daß man etwa bei der Ausgleichung in zwei Veränderlichen zu verschiedenen Ergeb- 
nissen kommt, je nachdem man eine Schar linearer Beziehungen oder eine Schar 
von Beziehungen anderer Art vorgibt, wird von Verf. nicht so erklärt, daß man von 
verschiedenen Hypothesen ausgeht, sondern daß es sich um Daten mit verschiedener 
„mathematical specification“ handelt; das ist aber nur dann zulässig, wenn man 
unter ‚‚data“ etwas viel Ausgedehnteres als „Beobachtungsdaten‘“ versteht. — Gegen 
die neueren Prüfungstheorien wendet Verf. ein, daß Forschung nicht ein Mittel ist 
„to maximize the profits“, sondern „to improve knowlegde“. Diesem Einwand ist 
eine gewisse Berechtigung nicht abzusprechen. Es ist keineswegs sicher, daß die 
Kostenauffassung überall ausreicht, aber sie ist doch in vielen Fällen brauchbar, 
und jedenfalls brauchbarer als die likelihood-Auffassung. H. Freudenthal. 

Laderman, Jack: On the asymptotic behavior of decision procedures. Ann. 
math. Statistics 26, 551—575 (1955). 

The paper is concerned with the following multiple decision problem. Let 
Erz... be independent and equally distributed random variables, the common 
distribution function being one of the functions F,(x),..., F,(#). Let the aim be to 
select the true distribution on the basis of x-samples, the loss being 0 for a correct 
and 1 for a wrong decision. For a sample of n, let am) be the least favorable apriori 
distribution, Ö, the minimax decision procedure, 6, 6,,... other procedures, 
r(6,) the minimax risk, r,6,) G=b..» k) the components of the risk vector 
‚generated by Ö,. A sequence fö,} of decision procedures is said to be asymptotically 
6,)] <1 for all j, and asymptotically subminimax if 


minimax if lim sup [r,(6,)/? ( 
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the inequality sign holds for at least one 7. ‚Moreover, {ö,} is asymptotically ee | 
if there is no {ö,} such that lim sup [75 (6,377; (On)] = 1 for all j, with < for “ leass 
one j. The general results of the paper are conditions for the above-mentione pro» 
perties of procedure sequences; it turns out, in particular, that the asymptotic 
inadmissibility of the minimax procedures (and hence the possible existence of asym+ 


ptotically subminimax ones) is connected with the feature that one or more of the 
jy tend to zero. — The theory is applied to the case of k normal distributions wit 


means ®,...,6, and common variance. Here, the minimax procedures are asym- 

ptotically inadmissible unless the 6,'s are equidistant or follow certain other ver 
5 

regular patterns. G. Elfving. 


Wilk, M. B. and 0. Kempthorne: Fixed, mixed, and random models. J. Amer. 
statist. Assoc. 50, 1144—1167 (1955). 

A discussion and illustration of the author’s ideas on the proper foundations of 
the analysis of variance; cf. Ö. Kempthorne’s text-book Design and Analysis ot 
Experiments, this Zbl. 49, 99). — The emphasis is on avoiding assumptions 
that are not inherent in the experimental situation and design. This main ideaı 
is illustrated by a detailed treatment of a two-factor model (subscripts iz, j) where nott 
only the experimental units (subscript %k), but also the factor levels, may be the result# 
of a random selection from out of certain populations of units and levels, respectively.. 
The „linear population model“ is simply an algebraic decomposition of the (con-- 
ceptual) scores %,,,, for all levels and units, into main factors, interactions, ete. The» 
stochastic element appears only in form of random allocation coeffieients (= 0 or 1)) 
indicating the levels and units appearing in the actual experiment. From the ele-- 
mentary distribution of these coefficients, the authors compute the expected values ; 
of the means and mean squares of the ordinary analysis of variance. The formulas; 
for the latter are compared to similar formulas derived in a different way by Scheffe.., 

@G. Elfving. 

Hamaker, H. C. and R. van Strik: The efficiency of double sampling for attri-- 
butes. J. Amer. statist. Assoc. 50, 830—849 (1955). 

In order to compare a single sampling plan with a double sampling plan the: 
OC-curves are considered equivalent if they possess the same point of control ?;0, and | 
the same slope at this point. An alternative definition of equivalence of OC-eurves: 
is also considered, which only slightly differs from the first one. The ratio of the: 
average sample size of a double sampling plan to the sampling size of its equivalent 
single sampling plan is called the inverse effiecieney and is computed in some cases 
The method of the author can be used in order to choose efficient double sampling 
plans. H. Bergström. 

e Kendall, Maurice G.: Rank correlation methods. 24 ed., rev. and enlarged. 
London: Charles Griffin and Co., Ltd. 1955. VII, 196 p. 36 s. net. 

Bereits sieben Jahre nach dem Erscheinen der ersten Auflage (dies. Zbl. 33, 176) 
legt Verf. die um 36 Seiten erweiterte zweite Auflage des obigen Buches vor, das 
bisher die einzige geschlossene Lehrbuch-artige Darstellung der auf dem Begriff der 
Rangordnung fußenden statistischen Methodik darstellt. Während derartige Metho- 
den früher fast nur in der Psychologie gepflegt und angewandt wurden, haben sie 
heute in allen Anwendungsgebieten Eingang gefunden und sich bewährt; und auch 
das theoretische Interesse hat sich ihnen, wie überhaupt der verteilungsfreien 
Methodik, in den letzten Jahrzehnten in steigendem Maße zugewandt. Um sowohl 
den Bedürfnissen der Praktiker als auch denen der Theoretiker und speziell der 
Mathematiker gerecht zu werden, läßt Verf. Kapitel, in denen er die grundlegenden 
Begriffe, die auf ihnen beruhenden Ergebnisse und deren Anwendung schildert und 
durch Beispiele illustriert, abwechseln mit solchen, in denen er die dargelegten und 
benutzten mathematischen Resultate herleitet und begründet. Nennenswerte 
Kenntnisse der mathematischen Statistik werden nirgends vorausgesetzt, obwohl 
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die Beweisführung gelegentlich charakteristische Funktionen, Dirichlet-Integrale 
Momente der y?-Verteilung u.a. m. heranziehen muß. Auf Erörterung der = bei 
verteilungsfreien Methoden allgemein ziemlich schwierigen — Fragen nach Eifizienz 
und Teststärke der besprochenen Methodik wird nicht näher eingegangen. In Kap. 1 
führt Verf.an Beispielen seine eigene Rangkorrelation rund Spearmans Koeffizienten 
@ ein, die dann in Kap. 2 als Spezialfälle eines verallgemeinerten (Produktmoment-) 
Korrelationskoeffizienten gedeutet und nach Daniels sowie Durbin und Stuart 
abgeschätzt werden. Kap. 3 behandelt gleichwertige Rangzahlen (tied ranks) 
Kap. 4 und 5 die auf 7 bzw. o fußenden Signifikanzteste und die ihnen zugrunde tie- 
genden exakten und asymptotischen Prüfverteilungen im Falle einer unkorrelierten 
Ausgangsgesamtheit bzw. einer solchen mit gegebener Kendall- bzw. Spearman- 
Korrelation, Kap. 6 und ü das allgemeinere Problem bei mehr als zwei Rangord- 
nungen (Konkordanzkoeffizient, Rangzahlensumme), Kap. 8 partielle Rangkorre- 
lation, Kap. 9 und 10 die mathematischen Zusammenhänge zwischen Rangzahlen 
und genauen Variablen-Werten einer Stichprobe, die einer kontinuierlichen, beliebig 
bzw. normal verteilten Gesamtheit entnommen ist (Konkordanzen von Typ 1 und 2, 
Korrelation zwischen Rangzahl und Variablenwert, Kendalls t und Spearmans r 
bei Normalverteilung, Gradkorrelation), Kap. 11 und 12 paarweise Vergleiche. Das 
in der Neuauflage binzugefügte Kap. 13 bringt Überblicke und Hinweise auf die 
den Problemen der Rangtheorie zugrunde zu legenden Modelle (Stuart, Thur- 
stone-Mosteller-Daniels, Babington Smith u.a.) und auf die Verwendung 
von Rangmethoden an Stelle altbewährter klassischer Methoden. Auch im übrigen 
Text der neuen Auflage hat Verf. überall, insbesondere in den Kaps 2, 2,5,0,1,10 
durch Änderungen und Ergänzungen die beträchtlichen Fortschritte berücksichtigt, 
die — zu nicht geringem Teil durch ihn selbst — in den letzten Jahren gerade auf 
diesem Gebiete erzielt wurden. Für den Interessierten ist das 96 Arbeiten aufführende 
Literaturverzeichnis wertvoll. Die beigegebenen Zahlentafeln betreffen die im Text 
besprochenen exakten Verteilungen von Rangstatisten für kleine Stichproben- 
umfänge n bzw. deren asymptotische Prüfverteilungen (Normal-, y?-, z- Verteilung) 
und ermöglichen die Anwendung der empfohlenen Testmethoden; ferner gibt eine 
Tafel 400 zufällige Rangordnungen der Zahlen 1 bis 24. Nicht ganz einverstanden 
ist Ref. mit der Symbolik, die durch unnötigen Wechsel Verwirrung stiften könnte 
und die man leicht hätte einheitlicher gestalten können. Eine Reihe von Druck- 
fehlern und — zumeist nicht folgenschweren — Rechenfehlern sollte ebenfalls bei 
der nächsten Auflage vermieden werden. Im übrigen verdient dieses Standardwerk 
der Rangzahlenmethodik volles Vertrauen und wärmste Empfehlung für alle, die 
mit derselben in praxi oder in der Theorie in nähere Berührung kommen; nur einem 
Kenner dieses Gebietes konnte es gelingen, auf so beschränktem Raum eine so ein- 
fache, klare und trotzdem erschöpfende Darstellung desselben zu vermitteln. Es 
wäre zu hoffen, daß in Kürze auch andere Teilgebiete der moderneren verteilungs- 
freien Methodik eine entsprechende geschlossene Darstellung erführen. 

M. P.Geppert. 

Grad, Arthur and Herbert Solomon: Distribution of quadratic forms and some 


applications. Ann. math. Statistics 26, 464—477 (1955). 
Die x, seien unabhängige normalverteilte zufällige Variable. Die Verteilung der 


positiv definiten Form Q,= 2 % &2 ist. schon vielfach untersucht worden. 


Di 
(Vgl. etwa J. Gurland, dies. Zbl. 64, 129, Pachares, dies. Zbl. 64, 129, Robbins, 
dies. Zbl. 56, 128.) Den Verff. geht es vor allem um die Tabellierung der Perzentile 
für Q, und Q;. W(Q, < y) wird auf 4 Stellen genau für y= 0,1 — 0,9 und 1,0 — 5,0 
_ für folgende Werte von @, angegeben: 0,1—0,9, 0,95, 0,9, 1 mn ta =). Ähn- 
lich für Q;. Überdies werden in den Tabellen jedem Wert drei Näherungswerte 
gegenübergestellt. Die exakte Verteilung für beliebiges ganzes k> 0 gewinnen 


zZ 
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die Verff. mittels der Laplace-Transformation. Der erste Näherungswert beruht 
auf einer unveröffentlichten Methode von Hotelling, der sich der Entwicklung nach 
Laguerreschen Polynomen bedient (vgl. J. Gurland, loc. eit.). Der zweite approxi- 
miert die Verteilung nach der Momentenmethode durch eine Chiquadrat-Verteilung, | 
die ihrerseits nach E. B. Wilson und M.M. Hilferty, Proc. nat. Acad. Sci. USA 
17, 694—698 (1931) durch eine Normalverteilung angenähert wird. Die dritte 
Approximation beruht auf der Methode von Cornish und Fisher, Revue Inst. 
internat. Statist. 5, 307—320 (1937). L. Schmetterer. 

Tukey, John W.: Interpolations and approximations related to the normal range. 
Biometrika 42, 480—485 (1955). 

Various characteristics of normal range (e. g., the percentage points, the ex- 
pectation, the reciprocal standard deviation) behave asymptotically as the square 
root ofalog (b n + c), where n is the sample size and a, b, c appropriate constants. 
This fact can be exploited for interpolation- of the said characteristics between 
standard values of n, such as 20, 100, 1000. @G. Elfving. 

Noether, Gottfried E.: Use of the range instead of the standard deviation. J. 
Amer. statist. Assoc. 50, 1040—1055 (1955). 

Expository paper. H. Bergström. 

Chu, John T. and Harold Hotelling: The moments of the sample median. Ann. 
math. Statistics 26, 593—606 (1955). 

Let & be the median of a sample of size 2n + 1 from a distribution F(2); le® 
A, and u, (k > 2) denote the central moments of & and of its normal asymptotic 
distribution, respectively. Under certain regularity conditions, it is shown that 
Korlliar > 1 Haxıı > 0. A representation of &, is derived from which upper and 
lower bounds for this quantity may be calculated. @G. Elfving. 

Godwin, H. J.: On generalizations of Tehebycheff’s inequality. J. Amer. 
statist. Assoc. 50, 923—945 (1955). 

The probability thata random variable belongs to a given set can be determined 
when the distribution function is known. In many cases, however, we have only 
little information about the distribution function and then we can get only more 
or less rough estimates of this probability. Such estimations are obtained from the 
Bienayme6-Tchebychef inequality, Cantelli’s inequality etc. In this paper the author 
gives an exposition of different estimates in this direction related to different know- 
ledges about the distribution function such as knowledge about certain moments, 
knowledge about some symmetry or other geometrical properties of the distribution 
function and so on. Ina table different known estimates are collected and classified. 

H. Bergström. 

Sarhan, A. E.: Estimation of the mean and standard deviation by order statisties. 
I. III. Ann. math. Statisties 26, 505—511, 576—592 (1955). 

Part II is an extension of earlier work (cf. this Zbl. 55, 377) to three more distri- 
butions. Part III treats the same problem for censored samples, i. e. ordered samples 
from which a fixed number of observations at one or both ends have been omitted. 
Explieit formulas are given for the rectangular and exponential distributions 
whereas for some other distributions tables up to sample size 5 are provided. Both | 
papers include a detailed discussion of the results. @. Elfving. 

Huitson, A.: A method of assigning confidence limits to linear combinations of 
variances. Biometrika 42, 471-479 (1955): 

Let the independent random variables variables 81%, + .,8,2 be distributed like 
0, Kell ( = l,...,r;7,'s known, o,’s unknown). One wishes to find confidence 
ehr linear combination = 237,02, where the A,s are given numbers. 
8 from the obvious estimater = 24, 52 the author attempts to find, by 
an expansion procedure, a function y(sj2,..., s-;0) such that Pitß<y=a 
at least approximately; the question whether there is an exact solution to this pro- 
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lem is left open. The procedure arrived at is checked numerically, and tables for 
ts use (when r =) are given. G. Elfving. 

Deemer jr., Walter L. and David F. Votaw jr.: Estimation of parameters of 
Bates or censored exponential distributions. Ann. math. Statistics 26, 498 —504 
1955). 

Die Dichte der Exponentialverteilung ist für «> 0 durch ce“, c>0 ge- 
jeben. Der Parameter soll auf Grund einer gestutzten Stichprobe mit Stutzungs- 
yunkt x, geschätzt werden, wenn die Anzahl der Beobachtungen > x, bekannt ist 
censored) oder unbekannt (truncated). Hierzu wird die Maximum Likelihood- 
Methode benützt, deren Verwendbarkeit von der theoretischen Seite her durch 
V. Halperin untersucht wurde (vgl. dies. Zbl. 47, 133). Die asymptotische Streuung 
ler Schätzfunktionen wird untersucht und die Aufstellung von Konfidenzintervallen 
ür cangedeutet. Um die Geschwindigkeit der Konvergenz der Verteilung der Schätz- 
unktionen gegen eine Normalverteilung abzuschätzen, wurden 140000 (!) Ver- 
‚uche aus einer nach einer Gleichverteilung verteilten Grundgesamtheit gemacht, 
lie dann für eine Exponentialverteilung mit c—=1 adaptiert wurden. Überdies 
wurde 2,—=1 gewählt. Für cz, 1 und Stichprobenumfang — 100 ist die 
Approximation gut. L. Schmetterer. 

Ayer, Miriam, H. D. Brunk, 6. M. Ewing, W.T. Reid and Edward Silverman: 
An empirical distribution function for sampling with incomplete information. Ann. 
math. Statistics 26, 641—647 (1955). 

Let ?,:- -, ?„ be unknown parameters satistying ()12p =. 29,2. 
onsider a combined experiment in which, for ı=],...,n, N, independent trials 
re made, resulting in a, successes. The maximum likelihood estimates p, of the 
„s — noting (1) — tutn out to be frequencies of form a,/[N,, (a; + a4) (N; + Niy)» 
te., neighbor groups being pooled whenever this is necessary to ensure decreasing 


p,’s. — If the p,s are values of a distribution function, sy ,—=1- Ft) 
h=E..-=Si4,), the procedure serves to estimate F(t) ; the estimation is shown to be 
onsistent as the t,’s are „‚densely‘‘ increased in number. G. Elfving. 


Brunk, H. D.: Maximum likelihood estimates of monotone parameters. Ann. 
th. Statistics 26, 607616 (1955). 
The subject of this paper constitutes a generalization of that of the previous 
ne (cf. the preceding review). The distribution of x is assumed to belong to a rather 
Wie „exponential‘“ family (comprising 1. a. the normal, Poisson and binomial distri- 
butions) and depends on a parameter 6. Samples are drawn from m populations 
each of which is characterized by an unknown value 0, and an n-tuple of known 
numbers, Ü = (4 me). The.6,@tare subject to the monotonicity condition that 
0,= 6, whenever D = a holds for all h. A representation of the maximum likeli- 
hood 6,s is established ; the consisteney question is discussed, and solved for n = 1. 
G. Elfving. 
Bahadur, R. R.: Statisties and subfields. Ann. math. Statistics 26, 490—497 
1955). 
Peeling der Untersuchungen, die von Halmos und Savage begonnen 
wurden (dies. Zbl. 34, 75) und vom Verf. (dies. Zbl. 57, 356; 65, 122) und Verf. und 
Lehmann (dies. Zbl. 65, 121) fortgesetzt wurden. Nicht erklärte Symbole haben die- 
selbe Bedeutung wie in dies. Zbl. 65, 123. Hinsichtlich der Frage, ob jeder Teilkörper 
eines Mengenkörpers © über einer Borelschen Menge X CR, durch ein T(x) er- 
zeugt werden kann, ergibt sich, daß die Abzählbarkeit von X hinreichend und not- 
wendig ist. f(x) sei über X definiert und &-meßbar, ©, der durch f erzeugte Teil- 
körper von & (= Gesamtheit der &-meßbaren Urbilder der Gestalt f!(B), B Teil- 
menge des Wertevorrates von f).u sei ein über © totaladditives Maß. Zu jedem 
Teilkörper &, von © existiert ein ©-meßbares f mit &= $,[6, u), d.h. bis auf 
25 


Zentralblatt für Mathematik. 66. 
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u-Nullmengen aus ©. Wenn f und g S-meßbar sind, dann gilt &,< &,[©, u] gena 
dann, wenn ein T existiert, so daß f= Tg (x) [S, u]. Ohne Meßbarkeitsvorau: 
setzung ist dies nicht richtig, wie zwei vom Verf. konstruierte Beispiele belegen. - 
Die angeführten Ergebnisse werden auf die Theorie der erschöpfenden Schätzfunl 
tionen angewendet. L. Schmetterer. 

Kudo, Hirokichi: On minimax invariant estimates of the transformation par& 
meter. Natur. Sci. Rep. Ochanomizu Univ. 6, 31—73 (EBEN): 

Verf. untersucht Entscheidungsprobleme, bei denen der Verteilungsraum b« 
züglich einer Transformationsgruppe des Stichprobenraumes invariant ist. Unte 
anderem wird gezeigt, daß das invariante Maß des Verteilungsraumes oder eine Folg 
seiner verstümmelten Maße als eine ungünstigste a priori- Verteilung benutzt werd 
kann, bezüglich der die invariante Minimax-Entscheidungsfunktion eine Bayessch 
Lösung ist, falls gewisse Voraussetzungen erfüllt sind. Auf die Bedeutung diese 
Tatsache für die klassische Bayessche Methode wird hingewiesen. O. Herrmann. 


Gani, J.: Some theorems and sufficient conditions for the maximum-likeliho«a 
estimator of an unknown parameter in a simple Markov chain. Biometrika 4 
342—359 (1955). 

The paper is concerned with simple ergodie Markov chains {p,,(0)} dependi 
on a single parameter, and particularly with the estimation of 0 from a segmert 
of the chain. It is shown that, under regularity conditions, the maximum likelihooc 
estimator T is consistent, asymptotically normal, and asymptotically efficien 
Further, the author investigates under what conditions there exists a sufficie 
statistie (this question is first answered for a multinomial distribution with probe 
bilities p,(6)). It turns out that, for each row i, the 9,,(6) have to be proportiona 
to numbers of form «&,,A(H)Kö; the &’s and K’s of the different rows are connectec: 

G. Elfving. 

Eckler, Albert Ross: Rotation sampling. Ann. math. Statistics 26, 664— 68% 
(1955). 

The following model is considered. The random variable X,, denotes thr 
value of the element of the order jin a population at the distinct time i,. The corre 
lation between X,, and X,, is ol; the correlation between X,, and X,, is zera 
the variance o?® and X, is independent of time. The name ‚rotation sampling? 
refers to the process of eliminating some of the old elements from the sample au 
adding new elements to the sample each time a new sample is drawn. In one 
level rotation sampling only such sample values can be added which have bee: 
drawn at the current time; in two-level and higher-level rotation samplings earlie 
sample values as well as current ones may be added to the sample pattern. Now 
denote the population mean at the time t,byaft,). Paterson has given a necessar; 


oz 
= 


to be a minimum-variance estimate. He has also determined this estimate for 
one-level rotation sampling for a pattern of a special type. In this paper the autho 
quotes Patersons results and, using these results, he shows that a minimum-varianc: 
estimate M, of «(t,) can be given in an iterative form for two-level and three-leve 
rotation samplings of special types. He also considers rotation samplings of mor 
general types. Using a theorem of Cochran he also determines those one-leve 
rotation samplings (of given type) which correspond to the minimum value of M 
(M, depends of a parameter u for the mentioned type of rotation-samplings). 
H. Bergström. 

Bartlett, M. S.: The statistieal analysis of stochastie processes. Centre Belg 
A math., Colloque Analyse statist., Bruxelles du 15 au 17 dec. 1954, 113—13 
1955). 

Expository paper, discussing mainly asymptotie solutions of estimation pre 
blems. G. Elfving. 


and sufficient condition for a linear unbiased estimate of a linear form N C, oft, 
1 


387 


Ghosh, M. N.: Simultaneous tests of linear hypotheses. Biometrika 42, 441 — 
449 (1955). 

In linear hypothesis analysis, one may wish totestthe occurringhypotheses H,,AM, 
either individually or.simultaneously. In the latter case, it will be required that e. g. 
Blacc.H,5,|9,,A,; =1 8 Hor critical regions of type we4sls, > FH, 
S92|So- > F}, the evaluation of the significance level encounters difficulties, mainly 
because s;” and s,? are independent only when the corresponding vector spaces are 
orthogonal. The methods proposed in the present paper aim, roughly speaking, at 
a reduction of this inconvenience by a proper choice of the s/?’s. The methods also 
provide confidence regions for sets of parameters. @. Elfving. 

Crow, Edwin L.: Generality of confidence intervals for a regression function. 
J. Amer. statist. Assoc. 50, 850—853 (1955). 

The Author gives some remarks on the wellknown fact that the confidence 
intervals for regression functions are the same if the independent variable takes 
only fixed values or random values. H. Bergström. 

Payne, M. Carr and Leonard Staugas: An IBM method for computing intraserial 
correlations. Psychometrika 20, 87—92 (1955). 

Welsh, George Schlager: A tabular method of obtaining tetrachorie r with 
median-cut variables. Psychometrika 20, 83—85 (1955). 

Pieruschka, E.: Die statistische Verteilung für das Auftreten des zweiten, dritten 
oder allgemein n-ten Fehlers eines Geräts. Z. angew. Math. Mech. 35, 470—473 (1955). 

Verf. betrachtet zufällig auftretende Fehler, die in der Zeitnach einer Exponential- 


verteilung ft) — 2 erilim verteilt sind, und ‚Ermüdungsfehler‘“, die nach der 


Gaußschen Normalverteilung verteilt sind. Er berechnet die Wahrscheinlichkeit 
des n-ten zufälligen Fehlers (wenn keine Ermüdungsfehler auftreten) und die Wahr- 
scheinlichkeit des 2. und 3. Ermüdungsfehlers, wenn keine zufälligen Fehler auftreten: 
Diese Wahrscheinlichkeiten werden nach bekannten Sätzen erhalten. Die Berech- 
nungen des Verf. können vereinfacht werden. H. Bergström. 

Kitagawa, Evelyn M.: Components of a difference between two rates. J. Amer. 
statist. Assoc. 50, 1168—1194 (1955). 


Geometrie. 


Grundlagen. Nichteuklidische Geometrie: 


e Pickert, Günter: Projektive Ebenen. (Die Grundlehren der math. Wissen- 
schaften Bd. 80.) Berlin, Göttingen, Heidelberg: Springer Verlag 1955. VIII, 
340 8. mit 60 Abb. DM 44,80, Ganzln. 48,60 DM. 

Es ist dem Verf. zu danken, daß er eine sorgfältige, nach eigenen Ideen gestaltete 
systematische Darstellung eines Zweiges der ebenen Geometrie gegeben hat, der seit 
Beginn des Jahrhunderts aus der geometrischen Grundlagenforschung erwachsen 
ist; er betrifft die wechselseitige Beziehung zwischen ebenen Schließungssätzen und 
algebraischen Strukturen. Verf. führt 236 Literaturstellen seit 1900 an, der weitaus 
größte Teil der Veröffentlichungen entfällt darunter auf die letzten 25 Jahre. Es ist 
das Verdienst des Verf., die Fülle der darin enthaltenen interessanten geometrischen 
und algebraischen Einzelresultate in einen geschlossenen Aufbau eingeordnet und 
so eine Grundlage für die Weiterführung der Forschung auf diesem Gebiet geschaf- 
fen zu haben. — Verf. beginnt seine Untersuchungen mit der Analyse des Begriffes 
der Inzidenzstruktur und mit einer Einführung in die Systematik der verschiedenen 
Typen von Schließungssätzen ; sie wird sich für weitere Untersuchungen, die sich 
um die Lösung des Grundproblems einer Klassifizierung der ebenen Schließungs- 
sätze bemühen, sicher als nützlich erweisen. — Die Einführung von Koordinaten 
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in einer affinen Ebene auf Grund der Verknüpfungsaxiome allein führt auf de: 
Ternärkörper, der sich nun schrittweise zur Loop, zur Doppelloop, zum Quasikörper 
zum Alternativkörper, zum nichtkommutativen Körper und zum kommutative: 
Körper erweitern läßt, wenn in der ebenen Geometrie sukzessiv gewisse Schließungs 
sätze adjungiert werden, unter denen die Spezialfälle des Satzes von Desargues ein 
besondere Rolle spielen. Innerhalb der geometrischen und algebraischen Strukture: 
der verschiedenen Stufen erhebt sich dann die Frage nach der Isomorphie der Sy 
steme. — Verf. hat in einem besonderen Kapitel die Untersuchungen über alternati 
Ringe und den Beweis der Einzigkeit der Cayley-Dickson-Algebren mit aufgenomme 
— Neben der ausführlicheren Behandlung der affinen Ebenen mit transitiver Trans 
lationsgruppe, den angeordneten Ebenen und den topologischen Ebenen ist insbe 
sondere die Zusammenstellung der tieferen Hilfsmittel zum Studium der endliche: 
projektiven Ebenen und der Beweis wichtiger bisher bekannter Sätze zu erwähnen. — 
Die Vorkenntnisse, die das Studium des Buches erfordert, sind nach dem Vorwort 
des Verf. so gering wie möglich gehalten. Inhalt: Erläuterungen. 1. Grundbegriffe 
2. Gewebe. 3. Der Satz von Desargues. 4. Desarguessche Ebenen. 5. Der Satz # 
Pappos. 6. Alternativkörper. 7. Moufang-Ebenen. 8. Translationsebenen. 9. Anı 
geordnete Ebenen. 10. Topologische Ebenen. ]1. Möbius-Netze. 12. Endlich» 
Ebenen. Anhang. R. Moufang. 

Hughes, D. R.: Additive and multiplicative loops of planar ternary rings. Proc: 
Amer. math. Soc. 6, 973—980 (1955). 

Ein Ternärkörper R (ternary ring) ist eine nicht leere Menge mit einer ternäre> 
Verknüpfung F(a, b, c), deren Eigenschaften so gewählt sind, daß die ‚‚Punkte* 
(2, y) [% y€ R] zusammen mit den „Geraden“ y=F(x,a,b) und z<=c eim 
(beliebige) affine Ebene ergeben (vgl. das vorstehend besprochende Buch vo» 
G.Pickert). In R ist eine Addition durch a +b=F(1,a,b) und ein 
Multiplikation durch ab = F(a, b, 0) definiert. Bezüglich der Addition bildet H 
bezüglich der Multiplikation # — {0} eine loop (additive bzw. multiplikative looı 
von R). Verf. beweist: (a) es gibt einen Ternärkörper, dessen additive und multü 
plikative loop zu je einer beliebig vorgegebenen loop mit abzählbar vielen Elemente 
isomorph sind; (b) es gibt einen linearen Ternärkörper [d.h. einen Ternärkörpe: 
mit der zusätzlichen Forderung F(a,b,c) =ab--c], dessen additive loop zu ein« 
vorgegebenen abzählbar unendlichen Gruppe isomorph ist. Aus (b) folgt sofort di. 
von G. Pickert (dies. Zbl. 47, 264) zuerst bewiesene Existenz nichtkommutative: 
cartesischer Gruppen. J. Andre. 

Hughes, D. R.: A note on difference sets. Proc. Amer. math. Soc. 6, 689—69 
(1355). 

Eine Differenzenmenge einer Gruppe @ ist eine Untermenge D von @ mit de 
Eigenschaft: Zu jedem x€ @, «+ 1, gibt es genau ein geordnetes Paar (d}, d,) von Ele 
menten aus Dmit x —=d_!d,. (Dies ist die Spezialisierung A—=1 der von R.H 
Bruck, dies. Zbl. 65, 133, eingeführten Differenzenmengen.) Verf. gibt ein Verfahrer 
an zur Konstruktion von Differenzenmengen in Gruppen B mit folgender Eigen 
schaft: (1) Benthältabzählbar unendlich viele Elemente; (2) 2? —= bhatin Bnurendlicl 
viele Lösungen x; (3) B enthält kein Element der Ordnung zwei; (4) jedes nich 
im Zentrum von B gelegene Element hat unendlich viele verschiedene Konjugierte 
Beispiele von Gruppen mit diesen vier Eigenschaften sind die freien Gruppen mi 
n > 2 Erzeugenden. J. Andre. 


Karzel, Helmut: Ordnungsfunktionen in nichtdesarguesschen rojekti 
Geometrien. Math. Z. 62, 268—291 (1955). ; Pe 
Verf. dehnt die von E. Sperner entwickelte Theorie der Ordnun i 

| gsfunktione! 
(dies. Zbl. 30, 60; 32, 177; 32,178; 34, 235; 36, 101) auf nichtdesarguessche projektiv 
Ebenen aus. Zunächst werden für das Trennsymbol [x, Ply, ö] von vier kollineare: 
Punkten «, ß, y, ö einer beliebigen projektiven Ebene lediglich unter mehrfache 
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Anwendung der Geradenrelation zwei Sätze gezeigt, deren Beweis bisher nur mit 
Tilfe von Schnittpunktsätzen der desarguesschen projektiven Ebene erbracht 
vorden war: 1. [&, ß|y, ö] = [y, ö|&, ß]. 2. Für alle Punktquadrupel in harmonischer 
age hat [«, ß|y, ö] denselben Wert. Anschließend wird dann aufmerksam ge- 
nacht auf Aussagen über das Trennsymbol in Konfigurationen, die nur in nicht- 
lesarguesschen Ebenen realisierbar sind. — Im Hauptteil der Arbeit wird dann nach 
M. Hall [Trans. Amer. math. Soc. 54, 229— 277 (1943)] der projektiven Ebene /7 ein 
ernärer Ring M zugeordnet. Ist nun eine Ordnungsfunktion mit Geradenrelation 
egeben, und definiert man in üblicher Weise mit Hilfe des von der Ordnungsfunktion 
bgeleiteten Trennsymbols eine Anordnung in M, so erweist sich diese als Halb- 
rdnung im Spernerschen Sinne. Ist andererseits eine Halbordnung in M gegeben, 
o kann man nach einem gewissen Verfahren eine Ordnungsfunktion in I7 „erzeugen“, 
ie allerdings nur in speziellen Fällen der Geradenrelation genügt. Durch eine ge- 
ignete Einengung des Halbordnungsbegriffes, welche der Verf. „starke Halbord- 
ung‘‘ nennt, gelingt es dann, die Ordnungsfunktionen mit Geradenrelation als durch 
ine starke Halbordnung erzeugbare Ordnungsfunktionen zu kennzeichnen. Für 
Iternativkörper erweist sich der Begriff der starken Halbordnung mit dem gewöhn- 
ichen Halbordnungsbegriff identisch. — Zum Schluß werden für beliebige projektive 
benen die „einfachen“ Ordnungsfunktionen (d.h. für jedes Quadrupel kollinearer 
unkte «, , y, öist die Anzahl Z derjenigen unter den drei Trennsymbolen [«, ß|y, ö], 
&,y|ß, 6], [a, 61, y], welche gleich — 1 sind, die gleiche) untersucht. P. Bergan. 


Barlotti, Adriano: Un’estensione del teorema di Segre-Kustaanheimo. Boll. 
Un. mat. Ital., III. Ser. 10, 498—506 (1955). 

Panella, Gianfranco: Caratterizzazione delle quadriche di uno spazio (tri- 
dimensionale) lineare sopra un corpo finito. Boll. Un. mat. Ital., III. Ser. 10, 
507—513 (1955). 

Sia S,, lo spazio lineare finito di dimensione tre sopra il campo di Galois di 
rdine qg= p', esiala caratteristica p del campo un numero primo dispari. A. Bar- 
ottie G. Panella, in due note pressocche contemporanee e del tutto indipendenti, 
anno dimostrato che: I. Un insieme J di g9?+ 1 punti di S,,, tre a tre non allineati & 
na quadrica a punti ellittiei; II. Un insieme J di 9 -+2qg +1 punti di S, , tale 
he ogni retta avente in comune con . piüı di due punti appartiene ad ./ per intero, 

non contenente un piano, ®@ una quadrica a punti iperbolici (e allora nessun 
iano ne contiene piü di 2q +1 punti); III. Un insieme J di &+g9-+1 punti 
iverso da un piano, e tale che ogni retta contenente due punti di J appartiene per in- 
ero ad .J, ® una quadrica a punti parabolici. Poiche era gia noto che i punti di una 
uadrica irriducibile di S,, costituiscono un insieme .J dei tipi I, IL, oIIL, il 
eorema di Barlotti-Panella dä una completa caratterizzazione delle quadriche 
rridueibili in S, , come insiemi di punti godenti di determinate proprietä. Il teorema 
ra esposto estende quello di B. Segre, che ha dimostrata vera (1954) la congettura 
spressa da P. Kustaanheimo nel 1949, e cioe che g-+ 1 punti tre a tre non 
llineati in S, , (q dispari) sono sempre i punti di una conica irriducibile (sul teorema di 
egre-Kustaanheimo si basano in modo essenziale le dimostrazioni, lievemente di- 
verse, di Barlottie Panella). Prg=p=2il Barlotti costruisce un esempio di 
nsieme ./ del tipo I) che non & una quadrica; nel caso g— 2" con n> 2 dimostra 
yoi vere per detti insiemi J alcune proprietä delle quali godono le quadriche, lasciando 
jerö aperta la questione se ogni insieme siffatto sia o no una quadrica (per q = 2? 
id & dimostrato vero). Nota Bene. G. Tallini, in un Convegno di algebra svoltosi 
‚ Padova nel febbraio 1956, ha comunicato risultati relativi alla caratterizzazione 
lelle quadriche in S,, come insiemi di punti (n > 3), ora pubblicata nella 
Memoria Sulle k-calotte di uno spazio lineare finito, Ann. Mat. 
yura appl., IV. Ser. 42, 119—164 (1956). L. Lombardo- Radice. 
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Rosenfeld, Azriel: An axiomatic triangular geometry. Amer. math. Monthh 
62, Nr. 7, Part 2, 52—58 (1955). 

Es werden Konsequenzen des folgenden Axiomensystems entwickelt: Gegeber 
sei eine Menge von „Punkten“ A, B,0,D,... und eine auf den geordneten Punkt 
tripeln erklärte reellwertige Funktion AARBAO); „Flächeninhalt von A, B, ag 
genannt. Axiome: A(n(4, B,C)) =sgn (m) A(A, B,C) für jede Permutation m 
Wird eine Gleichung Bs 0,A(X,A,B)=% mit O0: reell von X, 

el 
Nox: miv ZUR, X, X,) # 0 erfüllt, so ist sie eine Identität in X: Zu A = 
gibt es C, Dmit A(A, B,C) = A(A, B, D); sind solche A, B, C, D und reelle Zahler 
&, ß gegeben, so gibt esein X mit A(X,A,B) = «x und ACC, DB 2 B, ( 
werden kollinear genannt, wenn A(A, B,C) = (0 ist. Diese dreistellige Relation» 
ist reflexiv, symmetrisch und transitiv, und gestattet daher, Geraden als Punkt 
mengen so einzuführen, daß je zwei verschiedene Punkte eine Gerade bestimme 
Nach Wahl eines Bezugsdreiecks A, B, C mit 4(A, B, C) # 0 werden jedem Punkt ? 
als Koordinaten X ,, Xz, Xc die durch A(A, B, C) dividierten Summanden aus d 
rechten Seite der Identität A(A, B,C) =A(X, B,0) +4(4,X,C) +4(4, B, 
zugeordnet; es is 1= X4+Xzg+Xc. A(P,R,S)/A (A, B,C) ist gleich d 
Determinante der Matrix mit den Spalten P,Py,Peo; Ra Rp Rec; Sa; Sp; Sc 
Ist P, R, S ein neues Bezugsdreieck, so drücken sich die alten Koordinaten X ,, Xz 
X. eines Punktes X mit Hilfe der genannten Matrix durch seine neuen Koordinate> 
Xp, Xp, Xs aus; die Transformationsmatrix ist „baryzentrisch‘“‘ (Summe der El 
mente in jeder Spalte gleich 1, Determinante = 0). Die baryzentrischen Matrize> 
definieren zugleich eine Gruppe von Kollineationen; bei Determinante 1 bleibt de: 
Flächeninhalt erhalten. Zum Schluß wird die Parallelität von Geraden eingeführt 
F. Bachmann. 


e Brisac, Robert: Expose el&mentaire des principes de la g&ometrie euclidienne: 
Paris: Gauthier-Villars 1955. 77 p. 1200 fr. 

Das Buch wendet sich nach dem von R. de Possel geschriebenen Vorwort &ı 
jeden, der sich für Geometrie interessiert, insbesondere an Lehrer höherer Schulen 
Es will einen möglichst elementaren exakten Aufbau der dreidimensionalen eukii 
dischen Geometrie geben. Das Axiomensystem ist nach Gesichtspunkten der an 
schaulichen Evidenz, nicht nach solchen der Unabhängigkeit gewählt. Auf Axiomi 
der Verknüpfung und der Seiteneinteilung von Geraden, Ebenen und des Raume: 
(an Stelle der Anordnung) folgen Bewegungsaxiome, wobei der Gruppenbegrit 
vorher erläutert wird. An die Ableitung einiger Sätze der absoluten Geometrii 
schließt sich das Parallelenaxiom, sowie die Einführung der Translationsgruppe 
Nach Sätzen über archimedisch geordnete Gruppen folgt — erst jetzt — ein Ord 
nungsaxiom, das sicherstellt, daß von drei Punkten einer Geraden nicht mehr al 
einer zwischen den anderen liegt. Die Stetigkeitsaxiome werden als Aussagen übe 
Translationen formuliert. Es folgen die Koordinateneinführung und zum Schlu 
einige Sätze über Spiegelungen und Umlegungen. Drei Anhänge behandeln di 
Orientierung, die analytische Darstellung der Bewegungen und Anwendungen de 
archimedischen Gruppen, z. B. die Einführung der Logarithmen. Das Buch enthäl 
keine Figuren. Ein Nachruf von J. Scherer auf den vielseitig begabten, 1947 ir 
Alter von 40 Jahren plötzlich gestorbenen Verfasser ist dem Buch beigelegt. 

H. Lenz. 


Neeulcea, M.: Extensions de l’axiome des congruences des triangles dans | 
plan. Acad. Republ. popul. Roumaine, Revue math. phys. 2, 133—137 (1955). 

It is shown that within the axiom groups I, II, III of Hilbert’s Grundlagen de 
Geometrie, axiom III. 5 (congruence of triangles) may be weakened: it is sufficien 
to assume that III. 5 holds for all but one exceptional triangle. It follows that an 
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finite number and certain infinite families of triangles may be excluded from III. 5. 
However, it is not permitted to exclude the family of all triangles having a given point 
as vertex. F. A. Behrend. 

Gergely, Eugen: Sur les cönes et coniques de la g&ometrie de Lobatchevsky- 
Bolyai. Acad. Republ. popul. Romine, Bul. sti., Sect. Sti. mat. fiz. 7, 1025 —1034 
u. russ. u. französ. Zusammenfassg. 1033—1034 (1955) [Rumänisch]. 

Verf. definiert die Kegelschnitte der hyperbolischen Ebene als geometrische 
Örter der Schnittpunkte entsprechender Strahlen zweier projektiver Strahlenbüschel 
und gelangt auf diesem Weg zu einer Klassifikation der Kegelschnitte. 

M. Zacharias. 


Analytische Geometrie. Projektive Geometrie: 


Hanani, H.: On the number of lines and planes determined by d points. Tech- 
nion, Israel Inst. Techn., sci. Publ. 6, 58—63 (1955). 

Etant donne un ensemble d’el&ments (points), des sous ensembles de celui-ei 
(droiteset plans) sont definis au moyen de sept axiomes. Cela pose, Theoreme I: si tous 
les points ne sont pas une m&me ligne droite, le nombre des droites est superieur ou 
&gal & celui des points. Pour que l’Egalite ait lieu, il faut que l’une des deux conditions 
suivantes soit satisfaite. 1° Tous les points, sauf un, sont en ligne droite, ou bien, 
2° il ya exactement a + 1 points sur chaque droite, il passe exaetement a +1 
droites par chaque point et le nombre total des points est a + a + 1. Ce theoreme 
a deja ete demontre par divers auteurs (cf. Th. Motzkin, ce Zbl. 43, 146). Theore- 
me II: Si tous les points ne sont pas situes sur un m&me plan, le nombre des plans 
est aumoins ögal & celui des points et l’Egalite n’a lieu quedans les cas suivants: 1° tous 
les points sont situes sur deux droites non coplanaires; ou bien 2° tous les points, 
sauf un, sont situes sur un m@me plan, toute droite porte exactement, soit deux 
points, soit «+ 1 points et le nombre total des points est @ +a-+ 2; ou bien 
3° toute droite porte a + 1 points, tout plan en contient a@ -+ «+ 1 et le nombre 
total des points est ® + a? +a-+1. L’A. ne parle pas de la dualit& entre les 
points et les plans; il ne preeise pas si le nombre des droites d’un plan, des droites 
passant par un point et des plans passant par un point est toujours © +a-+]1, 
si celni des plans passant par une droite et des droites d’un m&me plan, passant par 
un m&me point est toujours a + 1, si celui des plans est 6gal & celui des points enfin, 
si le nombre des droites est toujours (+1) (@+a+1). P.60, ligne —13, il 
manque le terme +4. A. Sade. 

Meynieux, R.: Configuration de Milne, Dixon et Morton en geometrie de carac- 
teristique 3 ou 2. Publ. sci. Univ. Alger, Ser. Al, 295—302 (1955). 

Fortsetzung der Arbeit des Verf., dies. Zbl. 64, 147. In dieser ersten Arbeit 
gibt Verf. für den Satz von Dixon einen neuen Beweis, der für einen Grundkörper 
ven beliebiger Charakteristik gilt. In der Fortsetzung untersucht er nacheinander 


die beiden zunächst ausgeschlossenen Fälle der Charakteristik 3 oder 2. 
M. Zacharias. 


Archbold, J. W.: Projective geometry over an algebra. Mathematika 2, 105 — 
115 (1955). 

Verf. führt h-dimensionale projektive Räume J,’ (A) über einer Algebra A 
mit endlichem Rang n über ihrem Grundkörper auf folgende Weise ein: Die Punkte 
von JS," (A) sind die Klassen äquivalenter Zeilenvektoren (Beagenae DLe 
_ Komponenten aus A, wobei a nichtsingulär und 7 der maximale Rang der Elemente 
&y:: 2) (aufgefaßt als Matrizen einer regulären Darstellung von A) ist. Lineare 
Abhängigkeit bzw. Unabhängigkeit von Punkten wird ganz entsprechend wie bei 
einem projektiven Raum über einem Körper (dies entspricht dem Palln = r=ı) 

eingeführt. Die Menge aller Punkte von Sr (A) mit nh tr % „= 
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(ly...,1,€ A mit Maximalrang s) heißt Hyperebene (prime) vom Range s. | 
Beispiel wird der Raum 32 (A) über dem Gruppenring A der Gruppe der Ordnung 2! 
mit GF(2) als Grundkörper genauer untersucht; er enthält je 28 Punkte und Ge-: 
raden. In ihm treten einige (in einem gewöhnlichen projektiven Raum unbekannte) | 
Kuriositäten auf, z. B. gibt es in ihm zwei verschiedene Punkte, die linear abhängig! 
sind. J. Andre. 
Diavadov, M. A., A. P. Ismailov und S. S. Kasimova: Räume über Alter- 
nionenalgebren. Akad. Nauk Azerbajdz. SSR, Doklady 11, 3—8 (1955) [Russisch ].. 
Die Verff. verstehen unter Alternionen oder Cliffordzahlen m-ter Ordnung die: 


bekannte Algebra A, , von 2”=1 Einheiten 1, e,,. . -, Em-1> &ij++-ix (k= 1,2... | 
über dem reellen Zahlkörper mit der Kompositionsvorschrift: e,e,—=— e,0,, 
Feilen eo re, A, A,undA, sind die Systeme der reellen, komplexen ı 


ie . . x 
Zahlen und der reellen Quaternionen; allgemein kann man die Systeme aber stets; 


als gewisse Matrixalgebren kennzeichnen. Ein- Antiautomorphismus X — X jedes 
Systems A,_, ist dadurch definiert, e;,...;, in &;...;, überzuführen, für gerade m! 
ist dann noch der Automorphismuss X —X wichtig, dr X = x + e12...m-ı%! 
In en y überführt. Alle weiteren Auto- und Antiautomorphismen ı 
ergeben sich hieraus: durch Verknüpfung mit einem inneren Automorphismus. Inı 
der vorliegenden Arbeit werden dann affine und projektive Geometrien in üblicher ' 
Weise über A, als Koeffizientenbereich eingeführt. Da bei m > 3 die Systeme: 
Nullteiler besitzen, können dann im affinen Fall bereits 2 Geraden einer Ebene mehr als ; 
einen Punkt gemein haben, ohne zusammenzufallen oder keinen Punkt gemein ı 
haben, ohne parallel zu sein. Die affinen Transformationen schreiben sich in der‘ 
Gestalt: 
Y=3damatl+tai odr Y=Naıamaltai. 

Im projektiven Fall werden, wie üblich, rechts- oder linkshomogene Koordinaten ı 
für Punkte und Hyperebenen eingeführt, Kollineationen und Korrelationen erklärt: 
sowie Doppelverhältnisse W von 2 Punkten und 2 Hyperebenen definiert, die sich ı 


bei Kollineationen zua Wa! oder aW a" verändern. Die bekannten Antikolli-- 
neationen und Antikorrelationen der komplexen projek tiven Geometrie verallgemeinern ı 
sich auch auf diese Geometrien, wenn man auf den rechten Seiten der Formeln die : 
Veränderlichen x durch & oder & ersetzt. Auf den projektiven Räumen lassen sich ı 
auch NE-Räume aufbauen und NE-Bewegungen. Diese werden als solche Projek-: 
tivitäten erklärt, die eine involutorische Korrelation invariant lassen. Die Matrizen ı 
solcher involutorischen Korrelation erfüllen eine der Bedingungen a,=a 
ea et g2..m-1R „(beine 49), a, Jia W. Burau. 

DZavadov, M.A., N. T. Abbasov und F.M. Alieva: Linienkongruenzen in 
Räumen über Alternionenalgebren. Akad. Nauk Azerbajd2. SSR, Doklady 11, 75— 78: 
(1955) [Russisch]. 

In der vorliegenden Note, die sich in den Bezeichnungen an die vorhergehende 


anschließt, werden projektive Involutionen des Raumes P,,.,(4,) folgender Art 
betrachtet: 


jo 


yi—=—ntt, y+lı— g2i, oder yRi— a2itl, yartı m z2i, 
bzw. bei geradem m außerdem noch: 
yi=— Hit, yitı— Z2i, oder yai— ZRitl, yzitı _ Zi, 


Das System derjenigen Geraden, die zugeordnete Punkte bei einer dieser Involutionen 
verbinden, heißt lineare Kongruenz. Es wird dann gezeigt, daß die Gesamtheit der 
Kongruenzgeraden auf die Punkte eines projektiven Raumes P„(A„.1) abgebildet 
werden kann, ein Satz, der z. B. die bekannte Abbildung der Geraden einer ellipti- 
schen Kongruenz des reellen P,,,; auf die eines komplexen P, verallgemeinert. 
Parataktisch heißen lineare Kongruenzen obigen Typs, wenn die sie definierende 
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Involution sich als Bewegung eines NE-Raumes X,,.,(4,) auffassen läßt. Über 

solche parataktische Kongruenzen wird gezeigt, daß ihre Geraden auf die Punkte 

eines NE-Raumes X,„(4A,,.,) abgebildet werden können. W. Burau. 
Hutcherson, W. R. and J. €. Morelock: Concerning a pattern for perfect points. 


_ Univ. nac. Tucumän. Revista, Ser. A 10, 187—194 (1955). 


Description de la structure de points unis d’homographies planes eycliques en 
utilisant la methode de L. Godeaux [Me&m. Soc. Roy. Sei. Liege, IV. Ser. 15, 1—26 
11929)]. L. Godeaux. 

Stoka, Marius I.: Sur une interpretation geometrique des transformations line- 
aires du plan eomplexe et des similitudes du plan reel. Revista Univ. CaeBarhon 
Politehn. Bucuresti, Ser. Sti. Natur. 4, Nr. 6/7, 65—74, russ. u. französ. Zusammen- 
fassg. 74—75 (1955) [Rumänisch]. 

Nach der französischen Zusammenfassung: Die Interpretation bedient sich der 
stereographischen Projektion einer Kugel auf eine Ebene. Es ergibt sich im kom- 
plexen Fall eine Projektivität, die zwei vereinigte reelle Punkte Y,, Y, auf der 
Kugel und zwei vereinigte imaginäre Punkte Y, und Y, auf der Tangentialebene an 
die Kugel im Südpol aufweist. Je nach der Lage dieser Punkte ergibt sich eine 
parabolische, elliptische oder hyperbolische lineare Transformation der komplexen 
Ebene oder eine Transformation, die die Kreise eines konzentrischen Kreisbüschels 
und die Geraden eines Geradenbüschels invariant läßt, oder endlich eine loxodro-! 
mische Transformation der komplexen Ebene. Analoge Eigenschaften ergeben sich 
für die Ähnlichkeiten der reellen Ebene. M. Zacharias. 

Kroch, A.: Orthogonal axes in a pair of affine spaces. Technion, Israel Inst. 
Techn., sci. Publ. 6, 81—83 (1955). 

Beschreibung der bekannten Beziehungen, die zwischen einander entsprechenden 
rechten Winkeln ebener affiner Systeme bestehen und Rückführung des analogen 
räumlichen Problems auf die Achsenbestimmung eines Kegels 2.0. AH. Horninger. 

Sokolov. N. P.: Projektive Klassifikation der reellen ebenen Kurven dritter 
Ordnung. Ukrain. mat. Zurn. 7, 295—304 (1955) [Russisch]. 

Verf. gibt in der vorliegenden Arbeit eine vollständige projektive Klassifikation 
aller reellen ebenen Kurven 3. Grades. Dies wird rein formentheoretisch durchge- 
führt und schließt sich an zwei Arbeiten des Verf. an (Sokolov, dies. Zbl. 56, 253). 
Naturgemäß bestehen starke Zusammenhänge der vorliegenden Arbeit mit älteren 
Untersuchungen des vergangenen Jahrhunderts, die das gleiche Ziel, wenn auch nicht 
mit der gleichen methodischen Einheitlichkeit und Systematik wie hier verfolgt 
hatten [vgl. Cremona, Giorn. Mat. Battaglini 2, 78—85 (1864); Durege, J. reine 
angew. Math. 75, 153—165 (1872) und 76, 59—61 (1873); Salmon-Fiedler, 
Analytische Geometrie der höheren ebenen Kurven, Leipzig 1873]. Die entschei- 
denden Ergebnisse sind zwei ganzseitige Tabellen über die Typen reeller Kubiken, 
eine Tabelle für die nicht-singulären und eine für die mit singulären Punkten. 
Bei den nicht singulären Kubiken wird hauptsächlich mit der bekannten Normal- 
gestalt 23 + 2° + 23° + 6m &ı 2%, 4, — 0 gearbeitet, woraus sich die relativen 
Grundinvarianten S und T in der Gestalt S—=4m(m® —1), T=&m® + 20 m’ —1 
berechnen. Die Haupteinteilung der nicht singulären Kurven geschieht nach dem 
Realitätsverhalten der 4 voneinem Punkt an die Kurve gelegten Tangenten und dem 
nach Salmon konstanten Doppelverhältnis derselben. Bei den singulären Kurven, 
unter denen auch sämtliche Entartungsfälle vollständig erfaßt werden, geht die 
Klassifikation nach Art, Zahl der singulären Punkte sowie der Doppelpunktstan- 
genten und Realitätsverhältnisse derselben vor sich. Es ergeben sich dabei insgesamt 


13 verschiedene Typen singulärer Kubiken. W.Burau. 
Ostrowski, A. M.: Note on a theorem by A. Brauer. Duke math. J. 22, 469— 
470 (1955). 


Einfacherer Beweis eines Satzes betreffend die Geometrie der Ovale von Cassıni 
(vgl. Brauer, dies. Zbl. 46, 12). J. L. Brenner. 
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Wunderlich, Walter: Doppelloxodromen mit schneidendem Achsenpaar. 
Österreich. Akad. Wiss., math.-naturw. Kl., S.-Ber., Abt. II 164, I BA201959)): 
Kursen, die die Ebenen eines Büschels unter festem Winkel schneiden, werden 
„Loxodromen“ genannt. Es werden hier „Doppelloxodromen‘ behandelt, nämlich 
solche Kurven, die gleichzeitig die Ebenen zweier Büschel jeweils unter einem festen 
Winkel treffen. Dabei wird vorausgesetzt, daß die Achsen der beiden Büschel sich 
schneiden. Dann läßt sich nämlich die zugehörige Differentialgleichung sofort in- 
tegrieren. Es werden die verschiedenen Fälle ausführlich besprochen. 
W. Blaschke. 


Algebraische Geometrie: 


Brusotti, Luigi: Un teorema sui fasci reali di curve algebriche a curva reale 
generica massimale. Ist. Lombardo Sci. Lett., Rend., Cl. Sci. mat. natur. 88 (III. Ser. 
19), 240—242 (1955). 

Si porta un complemento ad una precedente ricerca (questo Zbl. 56, 394) di- 
mostrando una proposizione che esaurisce una questione esistenziale. 

V. E. Galafassi. 

Bonera, Piero: Sui nodi delle curve gobbe razionali dotate di quaterna armonica 
di punti d’iperosculazione. Ist. Lombardo Sci. Lett., Rend., Cl. Sci. mat. natur. 88 
(III. Ser. 19), 81—86 (1955). 

L’A. considere les courbes rationnelles gauches d’ordre n presentant quatre 
points d’hyperosculation (en lesquels le plan osculateur coupe la courbe en n points 
confondus). Dans l’'hypothese oü ces quatre points forment un quaterne harmonique, 
la eourbe ne peut posseder de point double ordinaire si n est impair; elle en possede 
au moins n — 3 sin est multiple de 4etaumoins n — 2 sin est pair sans &tre mul- 
tiple de 4. Il determine ce nombre dans quelques cas particuliers. L. Godeaux. 


Lievens, Joseph: Sur une transformation birationnelle de Jonquieres parti- 
euliere. Mathesis 64, 249—253 (1955). 

Etude de la transformation de Jonquieres obtenue en partant d’un systeme 
homaloidal de courbes d’ordre n ayant un point multiple d’ordre n — 1, k tangentes 
confondues en ce point et 2» — 2 — k points simples. Dans le second plan, le systeme 
homaloidal est form& de courbes d’ordre n ayant un point multiple d’ordre n — 1, 
2n —1—k points simples et un contact d’ordre %&— 1 en un de ces points. 

L. Godeaux. 

Gutwirth, A.: Classification er&monienne de deux classes de plans multiples 
cycliques rationnels. Technion, Israel Inst. Techn., sci. Publ. 6, 38—57 (1955) 

L’A. reprend la classification er&monienne des plans multiples eycliques ration- 
nels de Kantor et Bottari. En utilisant des transformations quadratiques, il reduit 
le nombre de ces plans. Il montre notamment qu’une transformation de Jonquieres 
eyclique, non involutive, est birationnellement equivalente A une homologie eyclique. 
Le nombre des plans sextuples de Bottari est ramen& de 11&5. L. Godeaux. 

Gutwirth, A.: Systömes canoniques et pluricanoniques des plans multiples 
abeliens d’ordre p? et eyeliques d’ordre pq. Rend. Mat. e Appl. 13, 440—471 (1955). 

Determination de la diramation et du champ de rationnalite d’un plan multiple 
abelien p*-ple. A partir de celle-ci recherche des systemes canonique et pluricanoni- 
ques, basee sur l’existence de systemes lineaires en nombre au plus egal & p de 
systemes lineaires distinets form6s de courbes canoniques unies par l’involution et sur 
les relations existant entre le plan p?-ple et un plan eyclique p-ple, dit assoeci6, 
image d’un des p + 1 sous-groupes eycliques d’ordre p. En particulier (generali- 
sation du Th. de Libois pour les plans quadruples abeliens), le genre du plan p2-ple 
est la somme des genres des p+ 1 plans p-ples assoeies. M&me &tude pour les 
plans cycliques pg-ples. B. d’Orgeval.. 
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Hutcherson, W.R.: Su aleune involuzioni eicliche dotate di periodo non in- 
feriore a 157. Matematiche 10, 15—17 (1955). 

L’A. construit deux surfaces d’ordres 5,14 invariantes pour des homographies 
de periodes 13,157, ayant trois points unis sur les surfaces. Il se borne & indiquer la 
nature des points unis dans le second cas, sans completer leur etude. L. Godeaux. 

Marchionna, Ermanno: Sopra una disuguaglianza fra i caratteri proiettivi di 
una superficie algebrica. Boll. Un. mat. Ital., III. Ser. 10, 478—480 (1955). 

L’A. considöre sur une surface algebrique F un faisceau de courbes (©, de genre 
z, ayant n> 0 points-base et possedant ö courbes ayant un point double. Il 
demontre que l’on a d>n-— 1. L’egalite entraine la rationnalite de la surface. 
Projectivement, on en deduit une limite inferieure de la classe d’une surface alge- 
brique d’ordre donne. En particulier, si la classe d’une surface est inferieure & l’ordre, 
cette surface est un plan, ou une surface de Veronese, ou une de ses projections. 

L. Godeaux. 

Gherardelli, Francesco: Aleune osservazioni sui sistemi canoniei e pluricanoniei 
di una varietä algebriea. Atti Accad. naz. Lincei, Rend., Cl. Sci. fis. mat. natur., 
VIII. Ser. 19, 28—32 (1955). 


Supposons que la surface algebrique F, d’&quation f(x, y,2) = 0 possede une 


forme tensorielle de premiere espece, de dimension un et d’ordre r, 0” = 


r > > ” ” ” . . . . 
> a, (dx) (dy)"— dont le discriminant Ö ne soit pas identiquement nul. L’&quation 


a = 0 definit sur F un systeme oo! de courbes, d’indice r. Si I, est l’enveloppe 
de ce systeme, D la courbe impropre de F, J la courbe de diramation de la fonction 
z(x, y) definie pr =, ona, pour r >41 5, 8301) Der 1)J, et, 
K &tant une courbe canonique, I, =r(r—1)K. I, est done une courbe pluri- 
canonique de F. Si l’on considere deux formes tensorielles de premiere espece sur F, 
d’ordre I, m, la courbe des contacts des deux systömes de courbes qu’elles definis- 
sent, donne T+31mD=|1 mJ, T=1mK. Extension aux varietes algebriques 
ä plus de deux dimensions. L. Godeauz. 


Panella, Gianfranco: Le superficie di ordine ?n con otto punti n-pli situati 
sopra una quartica razionale 0 degenere. Rend. Mat. e Appl. 13, 423—432 (1955). 

Le superficie, F,, dell’ordine n con otto punti n-pli, hanno fornito i primi esempi 
di superficie irregolari non rigate (Castelnuovo, 1891), edi superficie il eui sistema& 
canonico contiene delle parti fisse non eecezionali (Campedelli, 1936): pertanto lo 
studio delle F, offre un notevole interesse, che giustifica l’attenzione che ad 
esse & stata rivolta. Nel 1936 L. Campedelli ne ha dato la classificazione completa, 
che ha collegato con un problema di divisione di certe serie lineari sopra una quartica 
ellittica sghemba, ]',, facendo cosi apparire, fra l’altro, talune analogie con la ricerca 
che nel piano pörta ai fasci dell’Halphen, costituiti di curve del sesto ordine con 
nove punti doppi. L’ipotesi che questi nove punti appartengano ad una cubica 
ellittica degenere (Conforto, 1939) suggerisce l’idea di esaminare le F, nel caso in 
cui la I‘, sia razionale o degenere. Questa & appunto la questione che affronta il 
Panella, il quale giunge a determinare i possibili spezzamenti che puö presentare 
la I, e & riconoscere che, se invece & irridueibile, deve essere dotata di un nodo. 
Da queste conclusioni ’A. ricava varie conseguenze che lo conducono ad una com- 
pleta trattazione, attraverso l’approfondimento delle diverse circostanze, il ricorso ad 
aleuni esempi, e l’analisi delle superficie F„ e dei loro sistemi.  L. Campedelli. 


Orgeval, B. d’: Surfaces elliptiques avec un faisceau elliptique de courbes de 
genre 4. I. Publ. sci. Univ. Alger, Ser. Al, 313—336 (1955). 

Una superficie ellittica (di genere geometrico p, € genere aritmetico , =—-))» 
con un fascio ellittico di curve C (di genere nr), ammette un gruppo ellittico continuo, 
T, di trasformazioni birazionali in se stessa, le cui traiettorie costituiscono un fascio 
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(di genere p,) di curve ellittiche X. Il fascio delle € (fra loro birazionalmente identiche) 
viene mutato in se dal gruppo T, il quale contiene un sottogruppo finito, @, che 
cambia in se l’involuzione (dell’ordine rn), y,„, segata sopra ogni C dal fascio delle K. 
Il gruppo @ & abeliano, ciclico o a base due. Fra le K ne possono esistere alcune (in 


numero di i) spezzate ciascuna in una componente contata s, volte @=1,2,3,...,t). 
Allora, con riferimento alla y,, la nota formula dello Zeuthen conduce alla relazione: 
t 
R 
(*) 2, - + DI -YD-Mm-2. 


m 
Lo studio delle superficie ellittiche e dovuto a F. Enriques (1905), che ha soprattutto 
trattato il caso zn—=1 (p, = 0), successivamente approfondito da G. Bagnera 
ed M. De Franchis (1907), dallo stesso Enriques in collaborazione con F. Severi 
(1908, 1909, 1910), da O. Chisini (1912), ed ancora da F. Enriques (1934). Nel 
1935 L. Campedelli ha ripreso il problema per x = 2 (p, = 0), e, piü tardi (1952), 
F.Conforto ed F. Gherardelli hanno esaminato l’ipotesi x = 3. Sullo schema 
della trattazione dell’Enriques e del Campedelli, ulteriormente convalidata dal Con- 
forto e dal Gherardelli, sono condotte le ricerche di B. d’Orgeval, nello scritto di 
cui ei occupiamo, e di M. Scafati (questo Zbl. 65, 140): esse riguardano l’ipotesi 
z=4 (pP, = 0,1,2), con la restrizione che le C' siano iperellittiche. Infine, G. Pa- 
nella (questo Zbl. 65, 140) ha classificato le superficie in esame per’ 2,00 
r.—= 4,5, 6, con curve © dı tipo particolare. Ad una lettura superficiale le 
conclusioni a cui pervengono il nostro A. e la Scafati non sembrano concordare. 
Per ciö che riguarda la discussione dell’equazione diofantea (*), il maggiore numero 
di soluzioni indicate dal d’Orgeval & dovuto, se non erro, al fatto che egli non 
tiene sempre conto della condizione, che pure richiama esplicitamente, secondo la 
quale gli interi s,, non soltanto sono divisori di n, ma ciascuno di essi 
deve dividere anche il m. c. m. dei rimanenti. Inoltre, nella effettiva costruzione 
del gruppo @, non vengono esclusi aleuni casi non abeliani. I due autori hanno svolto 
il proprio lavoro indipendentemente l’uno dall’altro, anche se i loro seritti presentano 
analogie, talvolta persino nella forma dell’esposizione: la cosa dipende forse della 
circostanza che entrambi hanno seguito uno stesso modello, fornito dalla rieerca del 
Campedelli. La nota della Scafati risulta pervenuta alla redazione della rivista che 
I’'ha accolta il 12 luglio del 1954 ed & apparsa nel ’55; quella del d’Orgeval pörta la 
data del 18 ottobre 1954, e nello stesso anno & stata pubblicata. L. Campedelli. 

Morin, Ugo: Aleuni problemi di unirazionalitä. Univ. Politec. Torino, Rend. 
Sem. mat. 14, 39—53 (1955). 

Examen du probleme de la representation d’une variete algebrique & n dimen- 
sions par les groupes de points d’une involution d’un espace S,, c’est-A-dire expres- 
sion des coordonnees des points de la variete par des fonctions rationnelles de n 
parametres. L’A. passe en revue les contributions apportees & ce probleme et donne 
des indications sur la determination des conditions d’irrationnalit& de la variete 
& trois dimensions de Sy, d’ordre n, possedant une droite multiple d’ordre n — 2. 
Bibliographie complete. L. Godeaux. 

Gallarati, Dionisio: Sulle superfieie algebriche dello spazio ordinario che 
osculano lungo una curva una superfieie cubica non rigata. Rend. Mat. e. Appl., 
V. Ser. 14, 674—685 (1955). 

L’A. applique les resultats qu’il a obtenus (ce Zbl. 64, 401) & la determination 
des surfaces alg&briques oseulant une surface eubique le long d’une courbe. Cette 
derniere surface possede necessairement soit trois points doubles biplanaires, soit 
un point double uniplanaire en lequel le plan tangent coupe la surface suivant trois 
droites confondues (point U, de Salmon). Il d&montre que le long de toute courbe 
algebrique tracee sur une de ces surfaces, il existe une surface oseulant la surface 


cubique. L. Godeau:. 
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“ Mahler, K.: A remark on Siegel’s theorem on algebraie curves. Mathematika 
2, 116—127 (1955). 

Der wohlbekannte Satz von Siegel über algebraische Kurven wird in der 
folgenden Weise verallgemeinert: Es sei J der Ring der ganzrationalen Zahlen, R 
der Körper der rationalen Zahlen und C' der Körper der komplexen Zahlen. Es be- 
zeichne X einen endlichen J-Modul und Y einen endlichen R-Modul mit Erzeugenden 
aus ©. Der Produktraum Z=X x Y sei aus allen Punkten (2,9), veX, yeY 
gebildet. Verf. zeigt, daß höchstens endlich viele Punkte aus Z auf der Kurve 
i(z, y) = 0 liegen, wenn f(x, y) ein Polynom mit Koeffizienten aus (' ist und die 
Kurve das Geschlecht g > 1 hat. Der Beweis wird auf den Siegelschen Satz zu- 
rückgeführt. Im Anschluß an seine Arbeit spricht Verf. auch die Vermutung aus, 
daß der Weilsche Basissatz [A. Weil, Acta Math. 52, 2831—315 (1928)], der für den 
Fall bewiesen wurde, daß der Grundkörper eine einfache algebraische Erweiterung 
von Rist, auch dann gilt, wenn (2 durch endlich viele algebraische oder transcendente 
Elemente aus © über R erzeugt wird. H. Bergström. 

Skolem, Th.: Einige Bemerkungen über die Auffindung der rationalen Punkte 
auf gewissen algebraischen Gebilden. Math. Z. 63, 295 —312 (1955). 

Es sei © eine n-dimensionale algebraische Kurve (n > 3), deren bestimmende 
Gleichungen (in einem rechtwinkligen Koordinatensystem) rationale Koeffizienten 
haben. Es sei 0}, die Projektionskurve auf der (x, %,)-Ebene. Stets läßt sich an- 
nehmen, daß nur endlich viele Punkte von C}, Projektionen von mehreren Punkten 
von C' sind, und dann erhält © die Form: f(z,%) = 0, 2, — 9; (%, %)/h; (%, %e) 
=3,...,n). Den rationalen Punkten von C entsprechen solche von C,. Auch die 
Umkehrung stimmt, ausgenommen die Punkte (x, 2,) von Cj,, für die es ein < mit 
g;,=h,=0 gibt. Hiernach sind die rationalen Punkte von C im wesentlichen auf 
die von C/, zurückführbar. Ist ©, also auch C,,, unikursal, so hat Ö,, bekanntlich 
entweder keinen gewöhnlichen rationalen Punkt (d. h. einen mit eindeutig bestimmter 
Tangente) oder deren unendlich viele. Hieraus folgt ähnliches für €, da man stets 
annehmen darf, daß einem gegebenen gewöhnlichen Punkt von ( ein solcher von (5 
entspricht. Eine ebene Kurve vom Geschlecht 0 hat dann und nur dann einen ge- 
wöhnlichen Punkt im rationalen Zahlkörper, wenn das über dem Körper der reellen 
Zahlen und über allen p-adischen Zahlkörpern gilt (Skolem, dies. Zbl. 18, 293). 
Leicht wird auch dieser Satz (im unikursalen Fall) auf € übertragen. Als weiterer 
Hauptgegenstand wird eine kubische Fläche (mit rationalen Koeffizienten), die keine 
Regelfläche ist und Doppelpunkte enthält, vorgelegt. Da die Anzahl der letzteren 
höchstens vier ist, so sind (unter anderem) stets n konjugierte Doppelpunkte n-ten 
Grades vorhanden, wobei n eine der Zahlen 1,..., 4 ist. Entsprechend werden die 
Fälle 1 bis 4 unterschieden und diese in der Schwierigkeitsreihenfolge 1, 4, 3, 2 be- 
trachtet. Im Fall 1 gibt es einen rationalen Doppelpunkt P; die durch P gelegten 
rationalen Geraden schneiden rationale Punkte der Fläche aus, und alle entstehen 
auf diese Weise. Ein einfacher Sonderfall liegt vor, wenn eine der vier (homogenen) 
Koordinaten linear auftritt, die sich dann rational durch die übrigen drei ausdrückt. 
Im Fall 4 nehme man die vier Ebenen = 0 i=1,...% durch je drei Doppel- 
punkte, wobei die linken Seiten konjugierte homogen lineare Formen der Koordinaten 
sind. Bekanntlich lautet die Gleichung der Fläche: &/&, ++ INN 
wobei &,...,&, Konjugierte Zahlen sind und S die Spur bezeichnet. Da nun die 
Lösung der allgemeinsten Gleichung Sr,—=0 sich durch drei rationale Parameter 
ausdrücken läßt, so gilt das für die &, = &,/r,, also auch für die rationalen Punkte 
der Fläche. Im Fall 3 bezeichne man mit P,, P,, Pz und K,, Ks, K; die drei kon- 
jugierten Doppelpunkte und die zugehörigen kubischen Körper. Die P, darf man in 
der Ebene x —= 0 annehmen. Es sei & = die Gleichung einer hiervon verschie- 
denen Ebene durch P,, P, mit Koeffizienten aus K,. Die Gleichung der Fläche ist 
dann von der Form r 2 +(ß, & + Ba && + Ba &) = + (Yı&2 &+y&&st Y3 &ı 8) 
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+ 3&, &, & = 0, wobei die Indizes 1, 2, 3 die Konjugierten bezeichnen (mit ß,y,€ K,) 
und r,s rational sind. Für 7, = (P;y; —YıYaYals) (Ey, + 1/s) erhält die Glei- 
chung die Form (9) Nn+hSn+k=0, wobei man Nn=NnmNns _ = 
119g + ns zu verstehen hat und h, k rationale Zahlen sind. Außerdem wird die 
Gleichung (10) P +3hy-+k=0 in Betracht gezogen. Als erster Fall sollen 


K,. Ks, Kz rein kubisch, d.h. durch die drei Werte von u V m erzeugt sein, wobei m 
eine rationale Zahl ist. Als zweiter Fall sollen durch (10) rein kubische Körper de- 
finiert werden. Als dritter soll der allgemeine Fall gelten. Im ersten Fall lassen sich 
die Lösungen n aus dem durch d erzeugten Körper in der Form n = (a + bd)/(c+ dd) 
ansetzen. Hierfür geht (9) in a +3ha®+kd+m(® +3hb +-KkdA)—0, 
d.h. in (12)—m= N, ((a— c a)/(b—d«)) über, wobei « eine Wurzel von (10)istund N, 
die entsprechende Norm bezeichnet. Aus den Lösungen von (12) entstehen also die 
rationalen Flächenpunkte, für die man — wenn sie existieren — leicht auch eine 
Parameterdarstellung angeben kann. Der zweite Fall bedeutet, daß es zu einer 
Wurzel « von (10) rationale Zahlen a,b,c,d mit -® = (ax +b)/(cx +d) gibt, 


wobei 9 — Vm ‚m = 0 rational ist. Das bedeutet (ax +b)? +m(cx +d)’= (,d.h. 
(a3 + m cd):(a?b + m c? d):(a b? + mc d2):(b? + md?) = 1:0:h:k, somit läßt sich 
(9) as Nan+b) +mN (an+d)=0 schreiben. Wenn also # die allgemeine 
Lösung von Nd=—m ist, so ergeben sich aus an +b=(cn-+.d)®, d.h. 
n= — (b — d$)/(a—c 69) die rationalen Flächenpunkte. Im dritten (d.h. allgemeinen) 
Fall bezeichne D die Diskriminante der Körper K,, die also über dem durch V- 3Di 
erzeugten quadratischen Körper K zyklisch sind. Wie oben im ersten Fall bekommt 


man die allgemeine Lösung von (9) in Re 3D). Nimmt man dann ein Paar kon- 
jugierter Flächenpunkte in ÄX, so schneidet die Sekante Q,Q, einen rationalen 
Flächenpunkt aus, jedoch bleibt dahingestellt, ob man auf diese Weise alle rationalen 
Flächenpunkte gewinnt. Im Fall 2 lassen sich zwei Doppelpunkte als ( 0,0, + Vm) 
annehmen (m rational). Die z-Achse liegt in der Fläche, weshalb diese durch jede 
Ebene y=kx (krational) in einem Kegelschnitt geschnitten wird. Nach bekannter 
Methode lassen sich die Werte von k bestimmen, für die die Schnittkurve rationale 
Punkte enthält, die man dann auch allgemein angeben kann. Jedoch entsteht so 
keine Parameterdarstellung aller rationalen Flächenpunkte, da man für die % über 


keine solche verfügt. Freilich kann man (wie im Fall 1) die im durch Vm erzeugten 
Körper liegenden Flächenpunkte bestimmen; aus diesen liefern die Paare konju- 
gierter Punkte mittels der Sekantenmethode rationale Flächenpunkte, jedoch wieder 
nicht notwendig alle. Insbesondere ergibt sich, daß in den Fällen 1, 2, 4 stets unend- 
lich viele rationale Flächenpunkte vorhanden sind. Die Arbeit enthält noch eine 
große Zahl interessanter Bemerkungen über die Existenz und Parameterdarstel- 
lungen von rationalen Punkten. L. Redei. 


Riemannsche Mannigfaltigkeiten. Übertragungen: 


Vranceanu, G.: Sur les espaces V„ & groupe simplement transitif. Acad. 
Republ. popul. Roumaine, Revue math. phys. 2, 51—58 (1955). | 
Es wird bewiesen, daß in einer V,, die eine einfach transitive Bewegungsgruppe 
G,, gestattet, der Riecitensor dann und nur dann positiv definit ist, wenn @, mit 
ihrer ersten Ableitung zusammenfällt. Eine S,, die eine einfach transitive Gruppe 
G, gestattet, ist somit von negativer Krümmung. J. A. Schouten. 
Teleman, ©.: Les transformations qui laissent invariant le groupe orthogonal 
ou le groupe sympleetique. Acad. Republ. popul. Romine, Bul. sti., Sect. Sti. mat. 
fiz. 7, 355—363 u. russ. u. französ. Zusammenfassg. 362—363 (1955) [Rumänisch]. 
On montre que les transformations les plus generales qui changent le grou pe 
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orthogonal G,m—ı),j2 des variables xl,..., x” en lui m&me sont de la forme (1) Y = 


OR i ER ; 
u; x ou a; sont des constantes dA determinant Io) orthogonal et u est une fonction 
de (x)? +... + (x%)2. Pour la demonstration on utilise le fait que si une metrique 
ds? possede le groupe orthogonal dans les variables x elle doit s’&crire sous la forme 
ds? — a2 (dyl)® + ß (yi dyi)2 ou a2, ß sont fonctions seulement de (y1)? +»: + (y")?. 
On montre ensuite que les transformations qui changent pour n —2p le groupe 
symplectique en lui-m&me sont donnees par les transformations (1) et par les trans- 
formations 
(2) yar—1 — op (n?%-1c0080 — sin), YPr=o (*!sind + @®" cos 0), 


ou o et 9 sont fonctions de (at)? 4... 4 (2?P)2. @. Vranceanu. 
Teleman, €©.: Sur certains espaces symetriques. Acad. Republ. Romine, Bul. 
sti., Sect. Sti. mat. fiz. 7, 731—734 u. russ. u. französ. Zusammenfassg. 733 (1955) 
[Rumänisch]. 
Teleman, C.: Sur eertains espaces syme6triques. Acad. Republ. popul. Romine, 
Bul. sti., Sect. Sti. mat. fiz. 7, 977—1002 u. russ. u. französ. Zusammenlassg. 
1000—1002 (1955) [Rumänisch]. 

Le Ref. a montr& que les espaces de Riemann V,, projectifs complexes peuvent 
ätre consideres comme des espaces non holonomes u sur l’hypersphere Sg,+1 de 
l’espace euclidien B,,, (9}, - - -, y’r*?) ’equation de nonholonomie &tant l’equation 
sympletique (1) [ylay2] ++ [yrtldypr+2] =0 ou [yay)=yidy—ydy. 
L’A. montre, en utilisant aussi un r6sultat de G. Galburä, que les espaces projectifs 
quaternioniques Vz peuvent aussi &tre consideres comme des espaces non holonomes 
Vans sur une hypersphere S;,;3 de l’espace euclidien Ey,+4 (z', RR a) les 
equations de nonholonomie etant l’&quation sympletique dans les variables 2 et 
deux autres &quations 
(2) (2! d2?] — [2 d#] +. = I; [dA] + [2 de] +. =). 

On donne la mötrique des espaces Dr sous la forme quaternionique 

ds? — R? (du* du*/(1+ 0) — lu* du®|/(1 + 0)?) 

oü u“ sont des quaternions et w* leurs conjug6es et on o — u” u* et |u* du®| est la 
norme de u“ du“. Cette forme, de möme que la forme reelle correspondante gene- 
ralisent les formules des V,, complexes et des V„& courbure constante. On montre 
que l’on peut definir un transport parallele de Levi-Civita dans des variables quater- 
nioniques et l’on donne certaines proprietes de ce parallelisme et des g&eodesiques. 
On utilise ensuite des coordonnees de Weierstrass pour donner la me6trique de V,„ 
syme6trique ayant un groupe de mouvement ouvert de la möme structure complexe 
que le groupe de V2. G. Vranceanu. 

Blum, Richard: The metric of a eonformally Euclidean space referred to a sub- 
space. Trans. Roy. Soc. Canada, Sect. III, III. Ser. 49, al (1955). 

Let Cy bea conformally Euclidean space with the metrie dS?= &2 [(dXY? + -- 
Der (dXN)2] and: let XI Rdn, 0), VE I RAN, n<N be the 
equations of a subspace V,„of Oy. The metrie of V,is d?= a,daide, where 
al fi 5 ER; Me ee za) If we consider now at each point P of V„& 


system of N —n vectors &,, normal to V,, perpendicular to one another and of unit 


length, then the formulae Xefıeleentle.., N ) define a coordinate 
transformation in a sufficiently small neighbourhood of V, (it is assumed that the 
components &2 of the vectors have continuous derivatives). The author obtains De 
expression of thie metric dS? of Cy with respect to the coordinates »l,..., 2°: 


(1) dS?—e& — 20° [(0,;— 280° ba; + a oapin) daidad +22 too deida” + du pr" def] 
2a el El une” Eakn The functions Lupe 


rn. 


7 Oo En El ee, 
where bei =. 1 Ei Caplis — e 
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satisfy the formulae tagıı + taaıı = — 2 045 0,,. The form (1) of dS? is a generali- 

zation of a formula given by Vranceanu in the case of a (', Euclidean (a — 0) 

[Atti Accad. naz. Lincei, Rend., Cl. Sei. fis. mat. natur., VI. Ser. 11, 386—389 (1930)]. 
C©. Teleman. 

Takeno, Hyöitirö: On groups of conformal transformations in spherically 
symmetric space-times. Tensor, n. Ser. 5, 23—38 (1955). 

In his former paper (this Zbl. 52, 177) the author could determine all the groups 
of motions of spherically symmetrie space-times and classify the space-times from 
the stand-point of these groups. In the present paper, he intends to determine the 
groups of conformal transformations in such space-times expecting that the theory 
will be useful in relativistic theories. A spherically symmetrie space-time S is by 
definition a four dimensional Riemannian space whose line element is reducible to 
the form 

d®—= — A(r,t) dr — B(r, t) (d6? + sin? 0 dp?) + C (r, t) di? 

where A, B, C are arbitrary positive functions ofrandt. An Sis called an S, or an $ır 
according as B == const or B = const. The problem then reduces to the integration 
of the conformal analogue of Killing’s equations for motions of Riemannian spaces. 
We shall give here only final results, which can be cited briefly: All space-times 
of the first class S, are classified in 5 types each of which admits just one of a 15, 
6, 4*, 4 and 3* parametric groups of conformal transformations, where numbers 
with * mean that ‚the transformations are motions‘‘ and numbers without star 
mean that „some of the transformations are motions, but others are not“. In the 
same way, all space-times of the second class S;, are classified in 4 types each of 
which admits just one of a 15, 6*, 4* and 3* parametrie groups of conformal 
transformations. S. Sasaki. 

Takeno, Hyöitird and Shingo Abe: y-form of the line elements of statie spaces. 
Tensor, n. Ser. 5, 111—122 (1955). 

In un recente lavoro il Buchdahl ha enunciato alcune proprietä di element; 
lineari n-dimensionali statici soddisfacenti alle equazioni einsteiniane generalizzate 
del vuoto (efr. questo Zbl. 58, 227). Il Prof. Takeno giä in un suo precedente lavoro 
ha chiamato statico uno spazio riemanniano n-dimensionale V, quando il suo 
elemento lineare € riducibile alla forma statica per una scelta eonveniente delle 
coordinate. Lo scopo di questa Nota & di mostrare l’utilitä di una particolare forma 
dell’elemento lineare di uno spazio statico che gli AA. chiamano „y-form‘““. L’intro- 
duzione della „‚y-form‘“ permette di ritrovare piü semplicemente i risultati del 
Buchdahl e di stabilire intime connessioni dell’attuale ricerca con i risultati ottenuti 
da Majumdar [Phys. Review, II. Ser. 72, 390—398 (1947)] e Papapetrou (questo 
Zbl. 29, 184). H. Lampariello. 

Busemann, Herbert: On normal coordinates in Finsler spaces. Math. Ann. 
129, 417—423 (1955). 

The author criticises the use of normal coordinates in the theory of Finsler 
spaces, it having been assumed that such coordinates have at their origin continuous 
second derivatives. While this is correct for Riemannian spaces, the author shows 
that the assumption of the existence everywhere of such coordinates in a Finsler 
space F places a severe restrietion on the nature of F. It is found that if a 2-dimen- 
sional F possesses at every point normal coordinates of elass 02 it is Riemannian 
or Minkowskian. This theorem cannot be extended to higher dimensions: in fact 
the product of any Minkowskian space and any Riemannian space possess under 
adequate differentiability hypotheses, everywhere normal coordinates of alas 0% 
Furthermore, for a Finsler space with such coordinates the local Minkowskian geo- 
metries at different points of the space are all isometrie: this is based on the statement 
that the existence of such coordinates implies that a parallel displacement with the 
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usual properties exists. If, under these conditions, the group of rotations about a 
point in the common local Minkowskian geometry is finite, then the metrie is Min- 
kowskian. — From the general trend of his argument the author is tempted to con- 
clude that in general Finsler spaces no comprehensive parallelism can exist. It should 
be pointed out, however, that the notion of parallel displacement does not depend 
entirely on the existence of normal coordinates of elass C?, and reference should be 
made to the work of J. Douglas (Ann. of Math., II. Ser. 29, 143—168 (1928); in 
particular p. 163) and O. Varga (this Zbl. 49, 119). Hnangs 
Varga, 0.: Die Krümmung der Eichfläche des Minkowskischen Raumes und 
die geometrische Deutung des einen Krümmungstensors des Finslerschen Raumes. 
Abh. math. Sem. Univ. Hamburg 20, 41—51 (1955). 
| Bekanntlich wird in einem euklidischen Raum eine Riemannsche Metrik kon- 
stanter Krümmung auf der Kugel induziert. Diese Tatsache ist der Ausgangspunkt 
des Verf. in der vorliegenden Arbeit, in der die Krümmungsverhältnisse einer zur 
Maßfläcke La) =1 (,j,...-=1...,n) eines Minkowskischen Raumes kon- 
zentrischen Fläche (*) L2(x) =K-! (K> 0) untersucht werden. Die Metrik auf 
*) ist natürlich die von dem Minkowskischen Raum induzierte, und die Fläche wird 
als Ort der zur Fläche transversalen Linienelemente vi = vi (z(u*)) betrachtet, 
wobei = w(w) («=1,...,n— 1) die Parameterdarstellung von (*) ist. Somit 
wird der Fläche eine Riemannsche Maßbestimmung zugeordnet, indem ag (= 
1 9,4 8; D?(v(u)) (dxt)Ou”) (x*|OuP) gesetzt wird. Zunächst werden die Ableitungs- 
gleichungen der Oxt/öu” und deren Integrabilitätsbedingungen bestimmt, in denen 
der Krümmungstensor R,g,s der Metrik y,s auftritt. Im Minkowskischen Raum 
wird jeder Richtung v' ein durch (**) Sy; (v) = Mb a (v) C4% (v) definierter 
Krümmungstensor zugeordnet, wobei (,,; = 1 9,8 Oy 0, L? ist [O. Varga, Acta 
Sei. math. 10, 149—163 (1943)]. Analog zu der Weise, in welcher das Riemannsche 
Krümmungsmaß R aus dem Tensor R,s,s gebildet wird, definiert Verf. ein Krüm- 
mungsmaß S durch den Tensor Syn; wobei S(v, p) zu einer Richtung v und einer 
durch den Bivektor pi* bestimmten 2-Stellung gehört (es werden nur solche Bivek- 
toren zugelassen, die zur Richtung vi transversal sind). Satz: Der zur Richtung v* 
gehörige Krümmungstensor Syn. Ist gleich dem Riemann-Christoffelschen Krüm- 
mungstensor der Maßfläche in dem dieser Richtung zugeordneten Punkt, vermehrt 
um den Maßtensor Ya, Yo — Yre Ya» des Bivektors dieses Punktes (Ref.: Tatsächlich 
muß S,,;; mit geeigneten öxi/öu* überschoben werden). Ist der betrachtete Min- 
kowskische Raum ein Tangentialraum einer Finslerschen Mannigfaltigkeit F, so 
wird der durch (**) definierte Tensor einer der drei von Cartan eingeführten Krüm- 
mungstensoren von F [Cartan, Les espaces de Finsler (dies. Zbl. 8, 418), S. 34, 
Formel XVI], dem bis jetzt keine eigentliche geometrische Deutung zugeschrieben 
wurde. Wenn man jedoch die Maßfläche (*), mit K=1 als Indikatrix eines ent- 
sprechenden Punktes von F betrachtet, so liefert der genannte Satz eine besonders 
elegante Deutung für Sn Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, 
daß das Krümmungsmaß des Minkowskischen Raumes den konstanten Wert c be- 
sitzt, ist, daß S,.,,; eine einfache Determinantengleichung befriedigt; aus dieser folgt, 
daß S dann und nur dann verschwindet, wenn Sony 0; ist.  Eerner gilt = 
K(1+ 8); die Riemannsche Metrik, die auf (*) durch die Minkowskische Raum- 
metrik induziert wird, ist also nur dann von konstanter Krümmung, falls S konstant 
ist. Das Krümmungsmaß ist gleich K, falls $S verschwindet. — Die Cartansche 
_Winkelmetrik do (loe. eit., S. 14) steht zu dem durch die y»3 erklärten Bogenelemente 
ds auf der Fläche in der Beziehung dp — Kl? ds, so daß die Riemannsche Flächen- 
_ metrik identisch ist mit der Winkelmetrik der vom Ursprung ausgehenden Richtun- 
gen. Hieraus folgt dann der von Cartan (ohne Beweis) ausgesprochene Satz (loc. 
eit., 8. 35), nach welchem die Winkelmetrik eines Finslerschen Raumes dann und 
nur dann von der Krümmung 1 ist, falls S,2,; verschwindet. H. Rund. 
26 
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Su, Buchin: On the isomorphie transformations of minimal hypersurfaces in & 
Finsler space. Acta math. Sinica 5, 471—486 und engl. Zusammenfassg. 487 —488 
(1955) [Chinesisch]. Mi 

Let /”%, be the affine connection in a Finsler space introduced by W. Barthe) 
(this Zbl. 56, 412) such that I%, — I Yir = hi; Arln — In Arlı- A hypersurface in suck 
a space is said to be minimal if M = Ge a, = (ge + Ae AP + 22 AR||P) ago — 0) 
A necessary and sufficient condition is obtained for the infinitesimal deformation 
zi— wi + &(x) öt to deform a minimal hypersurface S to a neighboring minima\ 
hypersurface S. From this condition there is deduced an invariant which isanalogous: 
to the invariant U in Barthel’s paper and depends on @€° and the curvature tensop 
Re000- 0. CO. Hsiung. 


Sulanke, Rolf: Die eindeutige Bestimmtheit des von Hanno Rund eingeführtem 
Zusammenhangs in Finsler-Räumen. Wiss. Z. Humboldt-Univ. Berlin, math.- 
naturw. Kl. 4 (1954/55), 229—233 (1955). 

In a space X, with coordinates ® (=1,..., n) an affine connection is intro+ 
duced whose coefficients ]},, (x, y) are functions of positional coordinates x, as well 
as of directional arguments y‘. Following a method due to Bompiani (this Zbl. 47! 
412) the author observes that the corresponding covariant derivatives, gradients 
and curvature tensors can be defined only if the derivatives of the directional argu- 
ments have been given previously. On the other hand, if such terms as dyt/öx" are: 
replaced by — 1% (x, y) y" this defect is eliminated and one obtains a so-called 
absolute covariant derivative. If, in particular, the /7;, are symmetric, they may be: 
expressed in terms of the absolute covariant derivatives of a symmetric tensor q@,,- 
This enables the author to derive in a most elegant manner the connection coeffi- 
cients of a Finsler space as defined by the reviewer (this Zbl. 42, 404). For after a 
metric is introduced it is stipulated that (1) the connection be symmetric, (2) the 
geodesics be autoparallels, (3) Ricci’s lemma be satisfied for absolute covariantı 
differentiation, and it is found that these three conditions are sufficient to determine: 
the required coefficients, which are derived from the above analysis. H. Rund. 


Walker, A. G.: Connexions for parallel distributions in the large. Quart. J. 
Math., Oxford II. Ser. 6, 301—308 (1955). 

Der Autor hat p-Richtungsfelder in V,, die in sich parallel sind, schon 1949 (s.. 
dies. Zbl. 33, 131) behandelt. Hier wird gezeigt, daß es zu jedem System solchen 
Felder der Klasse 0% in einer X, der Klasse 0% lineare Übertragungen gibt, in bezug; 
auf welche diese Felder alle in sich parallel sind, und daß es unter diesen im integra- 
blen Falle (d. h. wenn jedes p-Feld X,-bildend ist) auch symmetrische Übertragungen 
gibt. J. A. Schouten. 


Ghermänescu, M.: Sur l’intögration d’un systöme d’6quations aux deriv6es par- 
tielles. Comun. Acad. Republ. popul. Romine 5, 1708—1706, russ. u. französ. Zu- 
sammenfassg. 1705—1706 (1955) [Rumänisch]. 

Etant donne un espace & connexion affine A, localement euclidien, les six com- 
posantes [= 1% (i,j,k = 1,2) de la connexion, doivent satisfaire & un systeme 
de quatres equations aux derivees partielles du premier ordre, qui expriment que 
le tenseur de courbure est nul. Le Ref. avait montr& que dans le cas oü 1) I: 
If = 0, integration depend d’une certaine equation aux derivees partielles du 
second ordre. L’A. renonce & la condition (1) et donne certains cas d’integration 


nouveaux. G. Vranceanu. 
Badea, M.: Sur les espaces Az & connexion constante. Revista Univ. C.1I. Par- 


hon Politehn. Bucuresti, Ser. Sti. Natur. 4, Nr. 6/7, 61—63 u. russ. u. französ. 
Zusammenfassg. 64 (1955) [Rumänisch]. 
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= b) x ” Pp* x . 
On dit qu’un espace & connexion affine est & connexion constante quand il 
possede un groupe d’automorphismes simple transitif, abelien (Vränceanu). Dans 
un tel espace on peut determiner un systeme de variables ol les composantes de la 


 connexion soient constantes. L’A. donne une forme canonique A un tel espace & 
trois dimensions en supposant qu'il ait la torsion nulle. Gh. Th. Gheorghiu. 


Chaki, M. C.: On the line geometry ofa curvature tensor. Bull. Calcutta math. 
Soc. 47, 217—226 (1955). 

| Ruse hat 1944 [Proc. Roy. Soc. Edinburgh, Sect. A 62, 64—73] die Krümmungs- 
größe K,.,, einer V„ gedeutet als quadratischen Linienkomplex im (n — 1)-dimensio- 
nalen gewöhnlichen projektiven Raum. Hier wird eine solche Deutung gegeben 
für die Krümmungsgröße einer beliebigen linearen Übertragung /',,, die in V„ ge- 
legt wird. Insbesondere wird der Fall betrachtet, daß 1 selbst assoziiert ist und selbst 
konjugiert im Sinne von Sen (dies. Zbl. 41, 505). Es wird spezialisiert für n—=3 
und nn = 4. J. A. Schouten. 


Muto, Yosio: On some properties of a kind of affinely connected manifolds ad- 
mitting a group of affine motions. I. Tensor, n. Ser. 5, 127—142 (1955). 

Etant donn& un espace & connexion affine A, sans torsion qui n’est pas projec- 
tivement euclidien le Ref. a montre qu’il peut posseder un groupe de mouvement 
ayant au plus m =n?— 2n +5 parametres et que ce maximum est atteint. L’A. 
a montre dans un autre travail que si l’espace possede un groupe 6, u r>n?—n 
et n>5 le tenseur de courbure doit &tre de la forme 
(1) Riva — 4’ B vo I: ö), se 2 os ö, Po == ob, I 
etsir>n?—-2n et n>7 alors on ajoute au second membre de (1) le terme 
0* D „a. On preeise maintenant ces conditions dans le sens que pur r>n?—n 
et n > 5 done r> m le terme A? B,,. de la formule (1) manque; donc l’espace est 
projectivement euclidien, ce qui constitue une nouvelle demonstration de la premiere 
partie du resultat du Ref. En ce qui concerne le cas r > n"—2net n>8 !’A 
montre que le tenseur de courbure est donn& par la formule (1), formule qui constitue 
aussi une condition necessaire pour que l’espace soit sous-projectif d’ordre n — 2. 
Bi n>1T et Rn est donn& par une formule oü le terme Ar Bo est donne par le 
produit (4% P, + 0*Q,) (P, Qa — Pa Q,) nous avons r<n?—3n+8. Le Ref. 
a considere aussi d’un autre point de vue des espaces ayant r=n?— 3n +8 
[Lecons sur la geome6trie differentielle, vol. II, p. 57 (en Roumain), ce Zbl. 45, 428]. 

G. Vranceanu. 

Cossu, Aldo: Aleune osservazioni sulle eonnessioni tensoriali. Rend. Mat. 
e Appl. 13, 373—390 (1955). 

On sait qu’on appelle connexion affine un systeme de quantites 77, qui se trans- 
forment par rapport & une transformation de variables 2 = a («!, BE 
d’apres des formules qui realisent l’invariance des formules d® —- I, da" = 0, 
ou & sont les composantes d’un vecteur contrevariant. Bompiani appelle con- 
nexion tensorielle un systeme de quantites Lim qui realisent Y’invariance des equa- 
tions (1) Va Te, E° da’ = 0 oü £” sont les composantes d’un tenseur contre- 
variant. L’A. eonsidere differentes proprietes de ces connexions tensorielles. On 
montre ainsi qu’& une connexion tensorielle on peut associer des connexions affines 
Bene, - L’, et que toute connexion tensorielle peut s’&erire 

Li = u + ln 4+ Rrsı 
oü 2 est une eonnexion affine et Ay, un tenseur. D’autres proprietes interessantes 
sont donnees relativement & la r6ciprocite & — Er n, oün„est un vecteur covariant 
et le tenseur &%* subit le transport parallele (1). @. Vranceanu. 
26* 
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Takeda, Kusuo: On the imbedding of a projective space of connection. Yoko- 
hama math. J. 2, 95—105 (1955). 

L’espace ä& connexion projective PR 6tant suppose plonge dans un espace 
projectif S”+N de dimension N + n minima, (espace dominant), l’A. etablit le 
resultat suivant: pour qu’une courbe de Pr et son image dans S”+N admettent une 
deformation du 3iöme ordre, il faut et il suffit que S”+N soit sans torsion; puis il &tudie 
le cas d’une deformation du 4eme ordre. Oette &tude concerne uniquement le point 
de vue local. J. Lelong. 

Muraecchini, Luigi: Sulla applicabilitä proiettiva delle superficie negli spazi 
a connessione proiettiva a tre dimensioni. Czechosl. math. J. 5(80), 274—288 u. 
russ. Zusammenfassg. 288 (1955). 

A. tackles again the notion of „projective applicability‘‘ of surfaces in a projec- 
tively connected manifold (introduced by this Reviewer) using Cartan’s methods. 
He proves that the projective connection can always be supposed without torsion 
or even normal, a fact which is absolutely obvious because that notion depends only 
on the paths of the connection, in accordance with the original definition, and not 
on its other characters. The final theorem concerning the existence of a surface on 
a projective space applicable on a given surface of a projectively connected space is 
an immediate consequence of the integrability conditions; but a more general state- 
ment, announced as probable, does not hold in general. E. Bompiani. 


Takasu, Tsurusaburo: Non-conjectural theory of relativity as a non-holonomie 
Laguerre geometry realized in the three-dimensional torsioned Cartesian space fibered 
with actions. Proc. Japan Acad. 31, 606—609 (1955). 

Versuch einer Relativitätstheorie auf der Basis einer Geometrie des Laguerre- 
Typus. Ausführlichere Publikation erscheint in Yokohama math. J. 

J. A. Schouten. 


Allgemeine metrische Geometrie. Konvexe Gebilde. Integralgeometrie: 


Kurepa, Duro: On the symmetry. Soc. Sci. natur. Croatica, Period. math.- 
phys. astron., II. Ser. 10, 239—252 u. kroat. Zusammenfassg. 252—254 (1955). 

Some elementary results of which the following is typical: If A is an „algebraie 
set‘‘ in euclidean space R, and if the set S, A of all its centres of symmetry is non- 
empty then S,A is a subspace R, of R,(OSk<ss); if k>1, A consists of a 
family of pairs of subspaces R, parallel to and symmetrical with respect to 5,4 
(which may include the pair coinciding with 8,4). Reviewer’s note: the 
author’s „algebraic set‘“ is defined as a set A of points satisfying an equation 
I Qu... 0. ads = (, but the following property of A is sufficient: if A has 
an infinity of points in common with a line Zthen LCA. F. A. Behrend. 

Derry, Douglas: On elosed differentiable eurves of order n in n-space. Pacific 
J. Math. 5, 675—686 (1955). 

Es sei 0,=(x,(); i=1,...,n+ 1) eine geschlossene Kurve im reellen 
n-dimensionalen projektiven Raum R,, also x,(s) stetig etwa für g<ss<ga-+l 
mit der Periode 1. Von C', wird überdies gefordert: (A) Der Durchschnitt von C, 
mit jeder Hyperebene enthält höchstens n Punkte: (B) In jedem „Punkt s‘“ von CH 
existieren eindeutig die Schmiegräume (k, s) aller Dimensionen kmit 0O<k<n-—1 
[d. h., wenn wir einen k-dimensionalen Unterraum von R, kurz als „k-Ebene“ be- 
zeichnen: Die durch die k+1 Punkte s,, x =1,.. „k-+1, von C,, bestimmte 
k-Ebene konvergiert für ,>s, x =|1,.. „k-+-1, gegen eine eindeutig bestimmte 
k-Ebene (k, s)]. — Bezüglich der Zählung der Vielfachheit von Punkten von C, auf 
Hyperebenen wird festgesetzt: Im System S — (1; -- .,5;) von reellen Zahlen s, 
mit gSs, <g-+ 1 möge die Zahl s, genau k,-mal vorkommen (i(s:Sj7) Dang 
sagt man: Die m-Ebene Q enthält S, wenn (k,—1, 8)&Q !=1,...,7; und des 
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Punkt PER, ist eingeschlossen von den (rn — 1)-Schmiegräumen (rn — 1, s,), wenn 
Pe(n—k,s), =1...j. — Es gilt dann: Jede (r — 1)-Ebene enthält nicht 
mehr als n Punkte von (,, jeden mit seiner Vielfachheit gezählt; und jeder Punkt 
des R, ist eingeschlossen von nicht mehr als n (n — 1)-Schmiegräumen (n — 1 s) 
jeder mit seiner Vielfachheit gezählt. — Mit! bzw. Z sei bezeichnet eine 1- bzw. (n _9). 
Ebene derart, daß jeder in ! enthaltene Punkt von n verschiedenen (n — 1 s) Kin 
' geschlossen wird bzw. (dual dazu) daß jede Z enthaltende (n — 1)-Ebene n Sao: 
dene Punkte von (, enthält. Es sei jetzt 2’ (C,,) das System aller Punkte des R,, die in 
mindestens einem ZL enthalten sind, ferner (dual dazu) o (C',) das System aller (m — 1)- 
Ebenen, die mindestens ein / enthalten. Dann wird gezeigt: Pürsne2 18070(6,) 
/ das System aller (n — 1)-Ebenen, die höchstens n — 1 Punkte von C enthalten; 
außerdem sind unter den 1-Ebenen die ! dadurch gekennzeichnet, daß jede l St 
haltende (n — 1)-Ebene höchstens n — 1 Punkte von (,, enthält. Die Beweise 
stützen sich auf eine Reihe von Hilfssätzen, die auch an und für sich von Interesse 
sind, hinsichtlich deren wir aber auf die Arbeit selbst verweisen müssen. Als eines die- 
ser Hilfsmittel sei beispielshalber angeführt: Für n > 3 ist die Projektion eines C 
aus einem / (in eine (n — 2)-Ebene) ein CO, ,. Otto Haupt. 3 

Nasu, Yasuo: On almost complete and almost metrie spaces. Tensor, n. Ser 
5, 58—67 (1955). 

Den allgemeinsten Existenzsatz für Kürzeste hat S. B. Myers [Trans. Amer. 
math. Soc. 57, 217—227 (1945)] bewiesen. Verf. gelangt zu einem entsprechenden 
Satz in fast-metrischen Räumen. Unter einem fast metrischen Raum versteht er 
dabei einen Raum AR, in dem eine Abstandsfunktion 0 (p, q) gegeben ist, die folgenden 
Axiomen genügt: I. o(p,g) Z 0 für beliebige Punkte p, qaus R;o(p,q)= 0 dann 
und nur dann, wenn p=q. II. Zu jedem e>0 existiert ein ö>(, so daß 
o(9,p) <s, falls o(p,gq) < 6. III. Es existiert eine Funktion A(x) (x 0) (die 
Dreiecksfunktion) mit 4(0) = 0 und lim A(z) = 0, so daß für je drei Punkte gilt: 


z>0+ 

o(p,r) <o(p,q) + 0(q, r) + min {o(p, 9), 0(9, r)} - A(max{e(p, Q), ea N)}). 

Die Axiome stammen im wesentlichen von K. Menger (vgl. dies. Zbl. 12, 260). In fast- 
metrischen Räumen läßt sich nach Menger (l. ce.) die Länge einer Kurve definieren. 
Es wird weiter der von Myers (l. c.) formulierte Begriff der Fast-Vollständigkeit auf 
fast metrische Räume übertragen. Ein fast metrischer Raum heißt fast vollständig, 
wenn jede Folge (p,) von Punkten aus R konvergent ist, die folgende Eigenschaft 
besitzt: Zu jedem e> 0 und d>0 gibt es eine natürliche Zahl N derart, daß 
für j>i>N die Punkte p, und p, durch eine rektifizierbare Kurve C mit d(C) <d 
und /(C) < e verbunden werden können [d(C©) Durchmesser und /(C) Länge von C]. 
Der Existenzsatz, dessen Beweis das Hilbertsche Verfahren benutzt, autet so: Der 
fast metrische Raum E sei lokal kompakt und fast vollständig. p sei mit q durch 
eine Kurve endlicher Länge und einem Durchmesser nicht größer als d (d > 0) ver- 
bindbar. Dann existiert unter allen von p nach g laufenden Kurven, deren Durch- 
messer d nicht übertrifft, wenigstens eine Kürzeste. Ist die Dreiecksfunktion A(x) 
beschränkt, so existiert sogar eine absolute Kürzeste zwischen p undgq. W. Rinow. 

Nasu, Yasuo: On asymptotie conjugate points. Töhoku math. J., II. Ser. 7, 
157—165 (1955). 

Im Anschluß an Untersuchungen von H. Busemann werden metrische Räume 
betrachtet, in denen zwischen je zwei Punkten ein Segment existiert, dessen Länge 
gleich dem Abstand der beiden Punkte ist und in denen die Fortsetzung jedes Seg- 
ments lokal möglich und eindeutig ist. Diese sogenannten E-Räume werden axio- 
_ matisch eingeführt sowie die Begriffe Halbgerade I, Asymptote zu I und asym- 
_ ptotisch konjugierter Punkt bezüglich I, d.h. Anfangspunkt einer Asymptote, de- 
finiert. Das Problem des Verhaltens der Asymptoten in einem asymptotisch kon- 
jugierten Punkt wurde vollständig gelöst in dem Fall, daß die Menge K(l) der 
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asymptotisch konjugierten Punkte zu der gegebenen Halbgeraden I einen isolierten 
Punkt enthält: X (l) besteht dann nur aus einem Punkt p, alle Asymptoten haben 
p als Anfangspunkt und überdecken den Raum einfach. — Schließlich wird noch der 
Spezialfall behandelt, daß die Menge K(l) abgeschlossen ist. W. Barthel. 


Leja, F.: Span and extremal points of a set. Prace mat. 1, 56—69, russ. Zu- 
sammenfassg. 69 u. engl. 70 (1955) [Polnisch]. 

Let E be a compact set of points of a given metric space and w(?,g) a continuous 
function of a pair of points 9,9, satisfying the conditions w(p, q) = w(g, p), 
w(p,p) =0 and p®) a system of n+ 1 points 9, P1---2, of the set E. Let 


V„(E) be the maximum of the product V (p®) — IT w(p, ?,) if the system 
ei D<i<k<n 


p) changes in the set E and q® be such a system of n + 1 points of E that 
V(g®) = V,„(E). The author proves that the sequence [V,,(P)]?!r"®+D tends to a 
finite limit v(Z, w). The quantity v(E, w) is called the span of the set E and the 
system g® the n-th system of extremal points of the set E with respect to the 
function w(p, 9). The span is a generalisation of the transfinite diameter. Several 
of the properties of the span and examples of the applications of the extremal 
points are given. At the end of the paper five problems are presented for solution. 
J. Görski. 

Ghika, Al.: Separation des ensembles convexes dans les espaces lignes non 
vectoriels. Acad. Republ. popul. Romine, Bul. sti., Sect. Sti. mat. fiz. 7, 287—29%6 u. 
russ. u. französ. Zusammenfassg. 293—296 (1955) [Rumänisch]. 

L’A. appele espace ligne un ensemble E dans lequel on se donne une famille © 
de sous-ensembles appel&es ensembles convexes et; qui ont certaines proprietes des 
ensembles convexes d’un espace vectoriel, mais n’utilisent pas la structure vecto- 
rielle. En outre, © contient les ensembles de la forme {x}, pour tout zEE et, 
ordonnee par la relation d’inelusion, CO se trouve &tre une lattice complete. Le plus 
petit lement de © contenant les el&ments {x} et {y} est appel& le segment [x, y]. La 
reunion des segments [x, y’] tels que [x’, y’] C [a, 5] est appelee la ligne L(a, b). 
Si E est aussi un espace topologique illimitee (dans un sens defini par l’A.) et satis- 
faisant & deux conditions de compatibilite, on d&montre un th6oreme de s&paration 
des ensembles convexes par des ensembles lignes [un ensemble ACH est appele 
ligne si L(a,b) C A pout tout a,be A], generalisant le th&or&me connu dans les 
espaces vectoriels. G. Marinescu. 

Levi, F. W.: Überdeckung eines Eibereiches durch Parallelverschiebung seines 
offenen Kerns. Arch. der Math. 6, 369—370 (1955). 

If C is an open convex set in the plane, the celosure © of C can be covered by 
three translated sets C +x, except when (' is a parallelogram, in which case four 
translated sets are necessary. I. Fary. 

Sawyer, D. B.: On the covering of lattice points by convex regions. II. Quart. 
J. Math., Oxford II. Ser. 6, 207—212 (1955). 

(Part I, this Zbl. 53, 28.) Let K be a plane convex region which is such that, 
however it is displaced (a displacement being the product of a translation and a 
rotation), it contains some point of the integral lattice. Theorem: The area of K 
is > 4/3 with striet inequality unless K — K*, where K*: «|< 1/2, |y| < 3/4 —a22 
This result was conjeetured by J.L. Massera and J. J. Schäffer (this Zbl. 44, 
378), and is a partial solution of a problem by L. A. Santal6. The proof leans 
heavily on part I concerning a special case of the theorem. I. Fary. 


Hadwiger, H.: Volumschätzung für die einen Eikörper überdeckenden und 
unterdeckenden Parallelotope. Elemente Math. 10, 122—124 (1955). 


Zu jedem n-dimensionalen Eikörper A gibt es stets ein umbeschriebenes gerades 
Polytop P und ein einbeschriebenes gerades Parallelotop @ derart, daß für ihre 
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Volumina V die Ungleichungen gelten: 
(pP) n!olA), vu (0) = (ia) vo (A). 


P und Q können so bestimmt werden, daß sie eine Kantenrichtung gemein haben, 
nämlich die eines Durchmessers von A. Der Beweis erfolgt durch vollständige In- 
duktion. Die besten Faktoren von v(A) in den Ungleichungen scheinen allgemein 
noch unbekannt zu sein. W. Süss. 

Szegö, G.: Ona certain kind of symmetrization and its applications. Ann. Mat. 
_ pura appl., IV. Ser. 40, 113—119 (1955). 

Für eine ebene glatte und bezüglich des umschlossenen Ursprungs O sternförmige 
Kurve C, r=r(p), die das Gebiet @ berandet, wird eine der natürlichen Zahl 
n > 2 zugeordnete Symmetrisierung S, definiert, welche r in r überführt, wo r (®) 
das geometrische Mittel der n Radien r(@ + vaf/n), v=I,..„n—1, bedeutet. 
Für n > © strebt S, € gegen eine O umschließende Kreislinie vom Radius R, wobei 


u In r (p) dp 


an 


Im I = 


ist. Die Symmetrisierung S, verkleinert den Flächeninhalt A von @, so daß A< A 
ausfällt. — Es wird u.a. bewiesen, daß o<o und > % gilt, wo o den äußeren 
Radius und o, den inneren Radius von @ bezüglich O bezeichnen. — Sind Z, und Z, 
zwei glatte O umschließende bezüglich O sternförmige Kurven, die das Ringgebiet D 
beranden, und geht D durch sinngemäße Anwendung von Sin! D über, so gilt 
© <c, wenn c die Konduktanz von D (Kapazität eines zylindrischen Kondensators 
vom Querschnitt D pro Längeneinheit) bezeichnet. Symmetrisierungsprozesse dieser 
Art werden auch für den räumlichen Fall erörtert. H. Hadwiger. 
j Ohmann, D.: Eine Verallgemeinerung der Steinerschen Formel. Math. Ann. 
129, 209—212 (1955). 

Für das p-te Quermaßintegral W, (p= I, 1,..„n— 1) der Parallelmenge A, 
(r > 0) zur beschränkten, abgeschlossenen Menge A des euklidischen R, besteht 


np 
: \ n—Pp\_, ; SE 
die Ungleichung (1) W,(A.) > ( ‚ )’ W,„,, (A), in der genau dann Gleich 
heit eintritt, wenn die Menge A das gleiche p-te Quermaßintegral besitzt wie ihre 
konvexe Hülle. Hier ist W,(A) das Lebesgue-Maß von A, 


1 ; 

Fr “ W.ı(A)de p=Lh..„n—), 
A: der Normalriß von A in Richtung des Einheitsvektors &; integriert wird über die 
Oberfläche der n-dimensionalen Einheitskugel, v, ist das Volumen dieser Kugel. A, 
umfaßt die Punkte, deren Abstand zu A nicht größer als r ist. G. Bol. 

e Blaschke, Wilhelm: Vorlesungen über Integralgeometrie. 3. Aufl. Berlin: 
VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften 1955. 130 S., 44 Fig. im Text. DM 13,60. 

Die ebene und räumliche Integralgeometrie ist vor zwanzig Jahren vom Verf. 
mit zwei im Verlag B. G. Teubner, Leipzig und Berlin, gesondert erschienenen 
Heften dargestellt worden. Vgl. über das 1. Heft, seine zweite erw. Aufl. und über 
das 2. Heft dies. Zbl. 12, 414, 14, 325, 16, 277. Die vorliegende Neuauflage vereinigt 
beide Teile, die durch zahlreiche Einschübe und Anmerkungen ergänzt sind. Von 
den verschiedenen mittlerweile erzielten Fortschritten in den Grundlagen und bei den 
Erweiterungen und Anwendungen, auf die an passender Stelle hingewiesen wird, 
seien beispielsweise die Untersuchungen von G. Nöbeling über die Gültigkeits- 
grenzen der kinematischen Hauptformel erwähnt. Man erfährt auch, daß die mit 
der Integralgeometrie in enger Beziehung stehende Kinematik durch den Verf. und 
H.R. Müller in umfassender Weise bearbeitet worden ist. Die von 8. 8. Chern 
gegebene Verallgemeinerung der integralgeometrischen Hauptformel auf Räume 


I (A) Un W,„(4) > 


408 


höherer Dimension sind erwähnt. Hier sind auch die zahlreichen von L. A. Santalö 
entwickelten Erweiterungen der Integralgeometrie auf allgemeinere, insbesondere 
nichteuklidische Räume zu nennen. Auf neue Ausdehnungen in abstrakter Rich- 
tung durch K. Legrady wird besonders verwiesen. — Das Schriftenverzeichnis ist 
übersichtlicher geordnet und ganz erheblich ergänzt worden. — Die Freunde des 
„heiteren Spiels mit Figuren und Integralen‘“ in aller Welt freuen sich gewiß über 
die ansprechende Neuerstehung der ehemaligen Vorlesungen des Altmeisters der 
Integralgeometrie. H. Hadwiger. 

Stoka, Marius: La mesure d’un ensemble de varietes dans un espace R,„. Acad. 
Republ. popul. Romine,Bul. sti., Sect. Sti. mat. fiz. 7, 903—937 u. russ. u. französ. 
Zusammenfassg. 935—937 (1955) [Rumänisch]. 

L’A. cherche les conditions nöcessaires et suffisantes pour qu’un groupe @, 
de transformations de l’espace & n dimensions KR, aient un invariant integral d’ordre 
n unique. Ces conditions sont donnees & l’aide du tenseur de structure de @, et des 
transformations infinitesimales. En particulier, G, doit &tre transitif. On applique 
ensuite ces consid&rations ä la determination des invariants integraux de l’espace des 
cercles du plan et des coniques du plan et des grands cercles de la sphere, les groupes 
G, correspondants &tant respectivement: le groupe des similitudes, des projeetivites 
du plan et des deplacements de la sphere. On montre enfin que si @, est simplement 
transitif, alors on a toujours un invariant integral d’ordre maximum unique. 

O©. Teleman. 


Topologie: 


Baer, R.M.: A characterization theorem for lattices with Hausdorff interval 
topology. J. math. Soc. Japan 7, 177—181 (1955). 

Für einen Verband Z ist die Intervall-Topologie genau dann Hausdorffsch, 
wenn für je 2 Elemente a,, b, von L mit a, < b, zwei nicht leere Mengen A, BCL 
existieren, für welche gilt: ist ae A, so ist nicht a<a, und nicht a > bu; ist 
beB, soist nicht b <a, und nicht B> b,; Z ist die mengentheoretische Vereini- 
gung der Mengen [2:2 <a] mit «€ A und [x:x>b] mit be B. @. Nöbeling. 

Dolcher, Mario: Topologia delle famiglie di filtri. Rend. Sem. mat. Univ. 
Padova 24, 443—473 (1955). 

Eine Menge ® von Filtern auf einer Grundmenge S wird zu einem topologischen 


Raum (im Sinne von Kuratowski), wenn man als abgeschlossene Hülle 9 einer 
Teilmenge 6 von ® erklärt die Menge aller Filter aus Ö mit CU 6. Verf. nennt 
dies die starke Topologie in ®; sie stellt einen T,-Raum dar. Es werden notwendige 
und hinreichende Bedingungen dafür aufgestellt, daß ® ein T,-Raum, ein Haus- 
dorff-Raum bzw. ein regulärer Raum ist. Wenn andererseits I — {DB} yes das 
System der Umgebungsfilter ®,, eines T,-Raumes S und © eine Filtermenge D $ ist, 
dann ist 2 als Unterraum der starken Topologie von ® homöomorph zu S vermöge 
© <> %,. Verf. betrachtet auch eine schwache Topologie von ©; dabei heißt eine 
Teilmenge 9 von ® (schwach-) abgeschlossen, wenn sie jeden Filter pEe®D enthält, 
mit dem sie verzahnt ist (d.h. wenn pe 9, sobald es zu jedem Acgp ein dC9 gibt 
mit AnD=0 fürall DEd). Die beiden Topologien werden miteinander ver- 
glichen. Insbesondere stellt Verf. eine notwendige und hinreichende Bedingung 
dafür auf, daß beide Topologien identisch sind ; diese Bedingung wird als Regularität 
der Filterfamilie ® bezeichnet. Abschließend wird darauf hingewiesen, wie man die 
reellen Zahlen als Filterraum aufbauen kann. G. Aumann. 


Ciarrapieo, Lucia: Sugli spazi topologiei generali soddisfacenti ad un assioma di 
non-crescenza ristretto. Rend. Mat. e Appl. 13, 282-293 (1955). 


On appelle espace topologique general un ensemble S muni d’une operation E, 


satisfaisant seulement aux axiomes: &) 29 E, ß) 9 =6. On diseute la conservation 
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de la propriete ECE F par passage ä l’operation „conjuguee“ E = @(E—M). 
La condition necessaire et suffisante est E-FIEUF-EUF. 
G. Marinescu. 

Pomilio, Isabella: Gli assiomi di separazione in una classe di spazi topologici. 
Rend. mat. e Appl. 13, 391—405 (1955). 

Dans le m&me ordre d’idees que dans le travail pr&c&dent, on discute les axiomes 
de separation. Par exemple, T, et T, ne se conservent par passage au conjugue que 
si E= E pour tout ensemble ECS; T,et T, se conservent s’il existent deux en- 
sembles ferm6s disjoints. G. Marinescu. 

Inagaki, Takeshi: Une note sur l’axiome (T;) de separation. Math. J. Okayama 
| Univ. 5, 1-3 (1955). 

In einem topologischen Raum R ist das Trennungsaxiom T, mit jeder der beiden 
folgenden Aussagen äquivalent. I. Sind zwei Mengen A, B abgeschlossen in 
M-AvB und ist W2A-(AnB) offen, so existiert eine offene Menge U 
mit A- (An BJ SUSWund MRAU=AnN U. II. Ist M eine beliebige und W 
eine offene Menge, so existiert eine offene Menge U mit UCW,MNnW=MnU, 
Fy(U) =MnF(U) [wobei Fy,(W = MAMAWrNM-W ud F(Ü= 
UNnR-U). @. Nöbeling. 

Mardesit, Sibe et Pavle Papie: Sur les espaces dont toute transformation reelle 
continue est bornde. Soc. Sci. natur. Croatica, Period. math.-phys. astron., II. Ser. 
- 10, 225—231 u. kroat. Zusammenfassg. 231—232 (1955). 

A topological space is said to be weakly compact if any infinite family of 
mutually disjoint open sets has an accumulation point. The author investigates the 
relations between weak compactness, pseudo compactness, compaetness and bi- 
compactness for classes of spaces singled out by various separation axioms. 

W.T. van Est. 

Nagata, Jun-iti: On covering and continuous funetions of topological spaces. 
Proc. Japan Acad. 31, 688—693 (1955). 

The author first proves a lemma to the effect that if {V,|a<r} is a covering 
of a topological space R and there exist real-valued continuous functions f«, & <T 
such that V, ={z | (a) >0} and U fs (2) is continuous for every a <T, 

B< 


then {V,} has a locally finite refinement, and establishes the following results: 
(1) In order that a completely regular space R be fully normal it is necessary and 
sufficient thatif U 9, is a continuous function on R then for every e> 0 there 
xeA 
existse {j.lxe A} such that 1 <m (Ef), (U: —,U fl<e and 
ea A 


U fs is continuous for every B<A. (2) In order that a T,-space R be metrizable 


BeB ! 
it is necessary and sufficient that there exists a family {f, |xe€ A} of real-valued 


continuous functions on R such that U fs and n Ts are continuous for every 
B 


eB € 
BC A and such that for every ahnen U (x) of x, there exists f. € fu|®e 4}: 
ne) <e and „(lE— U (x)) = e for some e. (3) A generalization of Hausdorff’s 
extension theorem on continuous functions (this Zbl. 18, 277) to the case where the 
space mapped and the image space are uniform spaces having uniform covering 
systems with the same cardinal number and the space mapped is fully normal, and 
to some other cases. {{U means supremum, N infimum.) K. Morita. 


Zaubek, Othmar: Ein Beitrag zum Borelschen Überdeckungssatze. Arch. der 


Math. 6, 444—447 (1955). 
Abstrakte (topologielose) Formulierungen des Borelschen Überdeekungssatzes. 
@. Nöbeling. 
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Ishikawa, Fumie: On countably paracompact spaces. Proc. Japan Acad. 31, 
686— 687 (1955). 

Ein topologischer Raum X ist abzählbar-parakompakt (d.h. jede abzählbare 
offene Überdeekung von X besitzt eine lokal endliche Verfeinerung) genau dann, 
wenn für jede monoton fallende Folge {F,} nicht leerer abgeschlossener Mengen F, 
mit leerem Durchschnitt eine monoton fallende Folge {G,} offener Mengen G, mit 


F,SG@G, existiert, deren Hüllen @, einen leeren Durchschnitt haben. 
G. Nöbeling. 

Whyburn, Gordon T.: Relative quasi-compactness of mappings. Proc. nat. 
Acad. Sci. USA 41, 974—978 (1955). 

Eine Untersuchung der folgenden Begriffe. Eine Abbildung f eines topologi- 
schen Raumes X, auf einen topologischen Raum Y, heißt quasi-kompakt, wenn für 
jede in X, abgeschlossene Menge AS X, mit A= f!f(A) das Bild f(A) in Y, ab- 
geschlossen ist. Sind X, und Y, Teilräume eines topologischen Raumes X bzw. Y, 
so heißt f quasi-kompakt rel. (X, Y), wenn f quasi-kompakt ist und außerdem für 
jede in X abgeschlossene Menge ACX, mit A=f1f(A) das Bild /(A) in Yab- 
geschlossen ist und für jede in Y abgeschlossene Menge BC Y, das Urbild f1(B) 
in X abgeschlossen ist. Ist hierbei f ein Homöomorphismus, so heißt f ein starker 
Homöomorphismus. G. Nöbeling. 

Strother, Wayman: Fixed points, fixed sets, and m-retraets. Duke math. J. 
22, 551—556 (1955). 

Using multi-valued functions, some results on the space of closed subsets of a 
space are obtained, most of which are easy consequences of results due to M. Woj- 
dyslawski (this Zbl. 21, 360) and, not quoted by the author, J. L. Kelley [Trans. 
Amer. math. Soc. 52, 22—36 (1942)]. T. Ganea. 

Mamuzid, Zlatko: Struetures topologiques (uniformes) diverses döfinies sur 
un ensemble E par application f(E x E)C M,dans un ensemble M ordonn6 (quel- 
conque). Bull. Soc. Math. Phys. Serbie 7, 185—214 u. franz. Zusammenfassg. 214— 
216 (1955) [Serbo-kroatisch]. 

L’article constitue la troisieme (derniere) partie de la These de I’A. [la premiere 
partie n’a pas encore paru; quant & la seconde, v. Bull. Soc. Math. Phys. Serbie 7, 
39—72 (1955)]. Soient (Z, M), f une paire ordonnee d’ensembles et une application 
de E?sur M; faisons correspondre A chaque f(a, a) (a€ E) une famille F, d’ensembles 
X,(f(a, a))<C M,Ae (I), dont chacun contient f(a,a). En considerant W,(a) — 
{b|bEE, f(a,b)E X, f(a, a)}, AE (I), comme voisinage de a et en faisant varier 
Aec (I), ae E, l’ensemble Z devient un espace. L’A. examine en particulier des 
structures uniformes variees [de Weil (ce Zbl. 19, 186), d’Appert (ce Zbl. 45, 439) 
ete.], et fait voir comment les conditions relatives y intervenant sont lies aux con- 
ditions variees se rapportant & l’application f. Ainsi, par exemple, considerons la 
condition: A chaque a€ E et AE (I) correspond l’indice ME (T) tel que f(x, y) E 
X, 2), u J)EX, fu, Wi )Ee X, f(x, x). Pour les espaces definis par 
des voisinages de la forme W, (a) ci-dessus, cette condition est equivalente ä celle-ci: 
Pour chaque ze HB etic (N) ilya BET) tel que yeW,(x) — W.(y)SW,(2). 
L’A. examine de plus pres l’&cart ordonn6 [Kurepa, ce Zbl. 9,132; Fr&öchet, C.r. 
Acad. Sci., Paris 221, 337—340 (1945); Colmez, ce Zbl. 34, 217] et prouve en parti- 
ceulier que les deux &carts de Colmez verifient Ol et 03 (v. Kurepa, ce Zbl. 15, 204). 

@. Kurepa. 

Kasahara, Shouro: On the Lebesgue property in uniform space. Math. Japo- 
nicae 3, 127—132 (1955). 

Let E be a uniform Hausdorff space defined bya certain filter of surroundings F. 
It is said that E has the Lebesgue property if given any open covering {0O,} of E 
there is a surrounding VE F such that foreach zc E we can find an O, such that 
V (2)C0O,. Inan analogous way it is clear what means to say that a certain covering 
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has the Lebesgue property or that E has the finite or countable Lebesgue property. 
Among others the following properties are established. (i) If a covering {0 of E 
has the Lebesgue property it has a refinement {U,} such that U„CO, and also 
‚a star refinement, both refinements having the Lebesgue property. From this it can 
be concluded that if E has the (countable) Lebesgue property, E is (countably) 
paracompact. (ii) The Lebesgue property implies the completeness of E. (ii) Ifa 
_ metrie space has the Lebesgue property it is the union of a compact and a discrete 
subset. M. M. Peixoto. 
/ Kasahara, Shouro and Kouji Kasahara: Note on the Lebesgue property in 
uniform spaces. Proc. Japan Acad. 31, 615—617 (1955). 

Some characterizations of uniform Hausdorff spaces having the Lebesgue pro- 


_ _fastperiodisch. Keine Beweise. 


perty (cf. preceding review). A necessary and sufficient condition in order that an 
uniformisable Hausdorff space E have a uniform structure compatible with the 
topology of E for which the Lebesgue (finite Lebesgue) property holds is that E be 
paracompact (normal). Several interesting corolaries are given. M.M. Peizxoto. 

Iscki, Kiyoshi: On the property of Lebesgue in uniform spaces. V. Proc. 
Japan Acad. 31, 618—619 (1955). 

[Part I—III this Zbl. 65, 380; part IV Proc. Japan Acad. 31, 524—525 (1955)]. 
Among other facts it is shown that if a uniform space with a unique structure has 
the Lebesgue property then itis compact. An example is given of a normal uniform 
space in which the finite Lebesgue property (cf. preceding review) does not imply 
the Lebesgue property. In metrie spaces the two concepts are equivalent. 

M. M. Peixoto. 

Isbell, J. R.: Zero-dimensional spaces. Töhoku math. J., II. Ser. 7, 1—8 
1955). 

For each uniformity u in the sense of J. Tukey (Convergence and uniformity 
in topology, this Zbl. 25, 91), fw denotes the uniformity defined by the finite co- 
verings in u. The large dimension di(u X) of a uniform space u X is defined as the 
least integer m such that each covering in u has a refinementin w,no m + 2 elements 
of which meet; the uniform dimension du (u X) is defined as di(fu X). It is shown 
that large dimension is invariant under completion ; it follows that uniform dimension 
is invariant under completion and under Samuel compactification (this Zbl. 32, 314), 
and that the covering dimension of normal spaces is invariant under Stone-Cech 
compactification. The Samuel compactification of uX is proved to be homeomorphic 
with the structure space of the algebra of all uniformly continuous functions on u X 
to the two-element field if and only if du (u X) = 0. Some disconnection properties of 
completely regular spaces are next diseussed. It is shown that if for every real- 
valued eontinuous function f the set f!(0) is open, then every finite normal covering 
is refined by an open’ partition. Another result is: in a 0-dimensional space the 
closure of every open set is open if and only if the Boolean algebra of its open-closed 
subsets is complete. As a continuation of a previous paper (this Zbl. 51, 139), some 
remarks on different kinds of homogeneity of topological spaces are added. The 
paper also contains instructive examples due to the A. and others. T. Ganea. 

Is6ki, Kiyoshi: On almost periodie transformations on uniform spaces. Proc. 
Japan Acad. 31, 340 (1955). AN 

Sei X ein uniformer Raum und f eine stetige Abbildung von X in sich. f heiße 
stark fastperiodisch bzw. stark rekurrent, wenn für jede Umgebung der Haupt- 
diagonale von X x X ein ganzes N>0 existiert, so daß unter je N konsekutiven 
ganzen nein n vorkommt mit (x, f" (2)) € U für alle ze X bzw. wenn bei beliebigem 
solchen U für unendlich viele n gilt (x, fr (a)) € U für alle € X. Ist die gleichmäßig 
stetige Abbildung f stark fastperiodisch bzw. stark rekurrent, so auch f% für jedes k. 
Ist X parakompakt und f ein Homöomorphismus von X auf sich derart, daß die 
Familie dee ft (nr =1,2,...) gleichförmig gleichmäßig stetig ist, SO ist f stark 
@. Nöbeling. 
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Lages Lima, Elon: Topologie der metrischen Räume. 2. Aufl. Notas Mat. 
Nr. 10, 117 p. (1955) [Portugiesisch] (hektogr.). 

Sorgfältig ausgearbeiteter vorbereitender Kurs, der seine Leser mittels des; 
Beispiels der metrischen Räume auch mit allgemeineren Begriffen der mengentheore-: 
tischen Topologie vertraut macht. Erläuternde bibliographische Angaben zeigen 


den Weg zur Fortsetzung des Studiums. D. Tamari. 
Kosinski, A.: On manifolds and r-spaces. Fundamenta Math. 42, 111—124. 
(1955). 


Ein Punkt p eines topologischen Raumes Ä heißt ein r-Punkt, wenn jede Um- 
gebung von p eine Umgebung U von p enthält derart, daß für jeden Punkt geU 
die Begrenzung von U ein Deformationsretrakt von U — (g) ist. K heißt ein --Raum, 
wenn K kompakt, metrisch, separabel, endlich-dimensional und jeder Punkt ein 
r-Punkt ist. Die r-Räume haben viele Eigenschaften mit den topologischen Mannig- 
faltigkeiten gemeinsam (z. B. die Gebietsinvarianz, die innere Kennzeichnung der 
Zerlegungsmengen (separating sets) usw.). Unter den höchstens 2-dimensionalen 
Räumen und unter den höchstens 3-dimensionalen Polytopen fallen die r-Räume mit 
den topologischen Mannigfaltigkeiten zusammen. Ob dasselbe für beliebige Dimen- 
sionen gilt, bleibt offen. G. Nöbeling. 

Alexandroff (Aleksandrov), P. S.: The present status of the theory of dimension. 
Amer. math. Soc., Translat., Ser. II 1, 1—26 (1955). 

Englische Übersetzung der in dies. Zbl. 45, 258 besprochenen Arbeit. 

Dowker, €. H.: Local dimension of normal spaces. Quart. J. Math., Oxford 
II. Ser. 6, 101—120 (1955). 

Abschließende Untersuchung der <-Beziehungen zwischen verschiedenen 
(mengentheoretischen) Dimensionsbegriffen für normale, reguläre Räume. 

G. Nöbeling. 

SIye, John Marshall: Flat spaces for which the Jordan curve theorem holds 
true. Duke math. J. 22, 143—151 (1955). 

The author defines axiomatically a class of topological spaces and proves that 
the Jordan curve theorem is true in these spaces. The Euclidean plane belongs to 
this class. However this class contains also non-metrizable spaces. A simple closed 
curve is here defined as a non-degenerate perfectly compact eontinnum such that 
every two points of it separate it. (A set M is said to be perfectly compact if every 
monotonie collection of non-empty closed subsets of M has a non-empty intersection.) 
Theorem 4 is trivially false, even in the case of the Euclidean plane. Consequently 
the proof of the fundamental Corollary 2 seems to be incorrect. R. Sikorski. 

Anderson, R. D. and Mary-Elizabeth Hamstrom: On spaces filled up by con- 
tinuous collections of atriodie continuous eurves. Proc. Amer. math. Soc. 6, 766— 769 
(1955). e 

Das kompakte, metrische Kontinuum M sei dargestellt als Vereinigung einer 
stetigen Familie @ von Kurven, deren jede ein Bogen oder ein topologischer Kreis 
ist. U. a. gilt: M wird durch keine abgeschlossene, total unzusammenhängende Teil- 
menge zerlegt; ist G (als Raum betrachtet) eindimensional, so ist M zweidimensional 
in jedem Punkt. @. Nöbeling. 

Dyer, Eldon: Continuous colleetions of decomposable continua on a spherical 
surface. Proc. Amer. math. Soc. 6, 351—360 (1955). | 

Sei @ eine stetige Zerlegung eines Kontinuums K einer Kugelfläche S in zerleg- 
bare Kontinua. Der Zerlegungsraum & von G (dessen Punkte die Elemente von @ 
sind) ist eine stetige Kurve. Jeder Teilbogen von & enthält unabzählbar viele 
lokale Zerlegungspunkte (local separating points) von ®. Ist K= S, so ist & ein 
Baum (sogar ein Bogen, wenn kein Element von @ die Begrenzung von 3 seiner 
Komplementärkomponenten ist). Ist B ein vorgegebener Baum, so existiert ein @ 
mit K=S so, daß & zu B homöomorph ist. @G. Nöbeling. 
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Groot, J. de: Continuous mappings of a certain family. Fundamenta Math. 42, 
203—206 (1955). 
Es existiert eine Familie 5 von 2° Teilmengen M der Ebene derart, daß kein 
MeE% in (oder auf) ein anderes M’€% stetig abgebildet werden kann (abgesehen 
von der Abbildung auf einen Punkt). @. Nöbeling. 

Rodnjanskij, A. M.: Über stetig differenzierbare Abbildungen offener Mengen. 
Mat. Sbornik, n. Ser. 36 (78), 233—262 (1955) [Russisch]. 

Die Arbeit enthält Beweise der Sätze, die vom Verf. früher ohne Beweise ver- 
öffentlicht wurden (dies. Zbl. 36, 172). R. Sikorski. 

Rodnjanskij, A. M. : Differenzierbare Abbildungen und Zusammenhangsord- 
nung. Mat. Sbornik, n. Ser. 37 (79), 69—82 (1955) [Russisch ]. 
| For every subset A of the n-dimensional Euclidean space R", let p(A) be the 
number of components of R"— A. Let GC R* be an open non-empty set with 
a boundary H, and let f be a differentiable mapping of @ into R" such that the func- 
tional determinant J of f is non-negative and the set [x:J (x) = 0] has no interior 
point. Let FCG be any compact nowhere dense set. The following theorems are 
proved: (1) If a component of R" — F is contained in @, or if p(R)>p(@) +1, 
then p(f(F)) > 1. () U p(G) = land p(F) > 1, then p(f(P)) > 1. A) Ep(F) =, 
then p(f(F)) = ©. (4) IE UC R" isopenand p(U) =1, then p(f!(U)) < p(@) 
or f(U) is empty. — Suppose now that @ is bounded, p(G) = 1, and that the 
continuous mapping f is defined onG=G+H (f\@ satisfies the previous hypo- 
theses). Then: (5) p(U) =1 for every bounded component U of R"— f(M). 
(6) p(U) = 1 for every component Uof @—- Fı(f(H)). (7%) The set FH) is a 
continuum. (8) f n=2 and U is a component of U— f!(f(H)) such that 
Dix) >V0 for ze U, then fu is a homeomorphism onto a component of R"—f(A). 

R. Sikorski. 

Kudrjavcev, L. D.: Über differenzierbare Abbildungen. Doklady Akad. Nauk 
SSSR 104, 12—14 (1955) [Russisch]. 

Sei f(x) eine stetig differenzierbare Abbildung eines Gebietes @ des n-dimensio- 
nalen Euklidischen Raumes E” in den Raum E* und sei J (x) die Funktionaldeter- 
minante von f(x). Die Abbildung f heißt monoton, wenn die Menge f!(y) für jeden 
Punkt y€ E" kompakt und zusammenhängend ist; f heißt lokal zusammenhängend, 
wenn es für jede Komponente X von f!(y) eine solche offene Menge U gibt, daß 
_ XCUCG und f|U monoton ist. Die folgenden Sätze werden (ohne Beweise) for- 
muliert: Wenn die Menge [x: J(z) = 0] isoliert ist, dann ist jede Menge f!(y) 
(ye E") isoliert. Wenn die Gebiete @ und f(@) einfach zusammenhängend sind, 
f orientierbar und lokal monoton ist und die Begrenzung von @ auf die Brenzung von 
f(@) abbildet und wenn die Menge [x: J(x) = 0] keine inneren Punkte enthält, dann 
ist f monoton. R. Sikorskr. 
| Fine, N. J. and 6. E. Sehweigert: On the group of homeomorphisms of an arc. 

Ann. of Math., II. Ser. 62, 237—253 (1955). 
| Strukturuntersuchung der Gruppe G der Homöomorphismen @ des Einheits- 
intervalls /. Jedes ist Produkt von höchstens 4 Involutionen €@ (jedoch i. a. 
_ nicht von höchstens 3). Jede Translation € @ (kein innerer Punkt von I ist Fixpunkt) 
| ist Produkt von 2 Involutionen. Ein handliches Kriterium dafür, daß zwei orien- 
_ tierungserhaltende 9° @ konjugiert sind in @. Aufzählung aller normalen und 
_ mehrerer anderer spezieller Untergruppen von G. Alle Automorphismen sind innere 
Automorphismen. Rein gruppentheoretische Kennzeichnung von @. — Ist I die 
Kreislinie, so ist jedes p Produkt von höchstens 3 Involutionen. @. Nöbeling. 
Fort jr., M. K.: The embedding of homeomorphisms in flows. Proc. Amer. mat. 
Soc. 6, 960—967 (1955). | 
Let X be a topological space and R the real number system. A flow on Xisa 
continuous function Fon X x R into X such that (1) F,is a homeomorphism 
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of X onto X foreach tER, and (2) F,(F,(x))=F,,(%) forall zeX, tel, 
where F;: X — X is defined by F,(x) = F(%, tt). The author discusses the embed-. 
ding problem: ‚For a given space X and a given homeomorphism f of A onto Xp, 
does there exist a flow Fon X for which F, =f*“, for the case where X is an inter-- 
val of the real numbers. Here only two theorems of the paper are mentioned. I. If! 
fis an order preserving homeomorphism of an interval onto itself, then it is possible 
to embed fin a flow F. II. If fis a homeomorphism of a half open interval (a, b] 

onto itself such that f has a continuous derivative on (a,5d], f(2)>0 on (a,b],, 
f' is monotone nonincreasing on (a,b], and f(x) > x on the open interval (a, b),, 
then there exists a unique flow Fon (a, b] such that F,) = f and such that each F,. 
is continuously differentiable on (a, 5]. Moreover if g is any continuously differen- 

tiable homeomorphism of (a, b] onto itself such that g commutes with f, then there 
exists a real number ? such that F,=g. K. Morita. 

Borsuk, K.: Families of compacta and some theorems on sweeping. Fundamenta,, 
Math. 42, 240—258 (1955). 

Jedem Punkt x eines metrischen Raumes X sei eine kompakte Teilmenge 
D(x) #0 eines metrischen Raumes Y zugeordnet; ® sei oberhalb stetig [d.h. zu. 
jeder Umgebung V von ®(x) existiert eine Umgebung U von zmit B(x’)< V für: 
alle x’ € U]; dann heiße ® eine Familie von Kompakta über X. — I. X sei kompakt 
und jedes ®(x) sei azyklisch in den Dimensionen < %k (d.h. jeder wahre, höchstens . 
k-dimensionale Zyklus in X sei homolog 0 in X; P. Alexandroff, dies. Zbl. 4, 73); 
9, y seien zwei stetige Abbildungen von X in Y mit o(x), v(z)ED(a) für zeX; 
dann sind für jeden wahren, k-dimensionalen Zyklus y in X die wahren Zyklen 
p(y) und y(y) homolog in B(X) = U GB(x). — II. X sei eine kompakte Teilmenge 
des E,(n > 1); a, sei ein Punkt der unbeschränkten Komponente von E„-X; 
für jedes ze X sei ®(x) zur (n — 1)-Sphäre homöomorph, x € D(x)<E, und a, 
in der beschränkten Komponente von E,—®(x) enthalten; dann ist jede beschränkte 
Komponente von E,— X enthalten in ®(X). — III. X sei eine Pseudomannig- 
faltigkeit mit einer Involution f, welche (grob gesprochen) beliebig feine Triangu- 
lierungen von X invariant läßt; es sei Ö(x) — D(f(x))<E, und ®(x) azyklisch für 
jedes x€ X; dann ist die beschränkte Komponente von E,— X enthalten in D(X) 

@. Nöbeling. 

Murasugi, Kunio: On the homotopy type of a CW-complex. Sci. Reports 
Tokyo Kyoiku Daigaku, Sect. A 5, 99—110 (1955). 

Soit x un CW complexe de dimension 9, telquen,(X)=0 pour 0<i<g, 
avec la seule exception ö—= n. On construit alors un CW complexe P, localement 
fini, dont le g-squelette P4 n’est autre que X, et tel que z,(P)=0 pour i>g 
l’application identique j:X — P induit par hypothese un isomorphisme de 7,(X) 
sur z„(P). L’extension de l’application identique PA>X & tout P se heurte & 
une obstruction +le Hıtl(P; r,(X)) & Her (7, (X),n; n,(X)). La m&me con- 
struction permet, & tout X de dimension q, d’attacher un CW complexe P dont 
les groupes d’homotopie x,(P) sont nuls pour £>q, et dont le q-squelette Pa 
s’identifie & X; la premiere obstruction rencontree par l’extension de l’application 
P!>X & tout P definit un el&ment Ia+1c Ha+ı (P;n,(X)). Ces invariants succes- 
sifs /1+1 caracterisent entierement le type d’homotopie. Finalement, I’A. remarque 
que ses invariants /? ont toute chance de s’identifier aux classiques invariants 


d’Eilenberg-MacLane et de Postnikov. Ce fait — & condition eventuellement de 
munir la classe obstruetion d’un signe moins — semble au rapporteur au-dessus de 
toute contestation. R. Thom. 


Mizuno, Katuhiko: On homotopy classification and extension. J. Inst. Poly- 
techn. Osaka City Univ., Ser. A. 6, 5569 (1955). 

In this paper the author carries out a programme for computing the third 
obstruction analogous to that of Eilenberg-Maclane for the second obstruction 
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(this Zbl. 57, 153). Let Y be a space whose homotopy groups vanish in dimensions 
<r except for dimensions nand q where 1<n <q <r <2qg-—1. Givena com- 
plex K and subcomplex Z and given a map f:K? v L— Y which may be extended 
to Kt! u L, there is a third obstruetion which is a coset of Z’+1(K, L;r,). This 


 obstruction has been studied in special cases by Shimada and Uehara (this Zbl. 


44, 199) utilizing the Adem operation. The author describes the coset explicitly 
in terms of two universal obstruction invariants. Let zz, x’, @ be abelian groups and 
let ke Zet! (n,n;n’). Then there is an R-complex Q=K(n,n,n’,qg,k); this is 


an algebraic model for a space with two non-vanishing homotopy groups and a 


given Eilenberg-Maclane-Postnikov invariant. Let yeH" (Q;G) and let (K,L,, 
i= 1,2, be semi-simplicial pairs with L=_L, N L,. Then the operator y, associates 
with x, e H% (K,L;n), %,eH4 (K,L;m),, 1! <em sn 1<q <g, an ele- 
ment %, (in, 2.) € H° (K,L;@) where s, the defect, is (nr —n)+ @— g,)-. Let 
i.:K (@’,g) >Q be the injection (this corresponds to the fibre-map which kills z). 
Then the operator y, associates with x,€ H* (K;n) an element of the factorgroup 
of Hr (K:G) by the subgroup generated by cohomology classes of the form 
Yylaa a) FE yr in EC HUK;m). 

Here the product + is the inner product of Eilenberg-Maclane (loe. eit.) [i# ye 
H’(K(n’,g);@) and thus corresponds in the obvious way with a cohomology ope- 
ration Hı(K;n’) > Hr (K;G)]. Now with Y we may associate Eilenberg-Maclane- 
Postnikov invariants MrTeH* (m,n;n,), KLeH n.g:.n), ne 
H’* (n,,0,7%, 9, k;n,) such that khmeikng. Letf: K"UL>Y be amap 
sending K”-1 to a point (there is no loss of generality thereby involved for the ob- 
struction or homotopy problem). Then f determines a cochain which is a cocycle if 
and only if fadmits an extension f,: K'U L>Y. Call this cocyele ay and its class 
ar (f)E Hr(K, L;r,). Then the obstruction to f, is a cocyele c?*1(f,) eZaıl (RK, Li) 
whose class we will call z*+! (f,). If the obstruction vanishes there is a further ob- 
struction er+!(f,)e Zt! (K, L;n,) whose class is z+1(f,). The author’s first theorem 
expresses zr+!(f,) — +! (f,) for two extensions fan), oh I. Rn lslhe 
author’s second theorem expresses the third obstruction to f: K" > Rasa 
nn. a”(f). The author’s third theorem is as follows: if g: Ku L>Y isan ex- 
tension of f: KU L>Y, then fadmits an extension to K'tlu L if and only if 
there is an element ee H! (K,L;n,) such that 


a OEL Ar CP Eee 
It is not elear to the reviewer why the author took L to be empty in the definition 
of y, and in the statement of the second theorem. Altogether the proofs are difficult 
to follow and the notations are implieitly identified with those of an earlier paper. 
The paper closes with statements on homotopy criteria related in the usual way to 
the obstruction theorems. P. J. Hilton. 

Toda, Hirosi: Complex of the standard paths and n-ad homotopy groups. J. 
Inst. Polytechn. Osaka City Univ., Ser. A 6, 101—120 (195). 

In this paper the author has clarified and further developed the notion of 
the complex of standard paths which he introduced in an earlier paper [Proe. Japan. 
Acad. 29, 299-304 (1953)]. A CW-complex L is an FM-complex (free monoid 
complex) if it is furnished with a multiplication f: Lx„L>L (where X „ indicates 
that we give Lx_L the weak topology) such that, writing xy for fix, y), @) LP is 
a single point and acts as unit element; (i) (x y)2=x(y2); (ü) if en, en are cells, 
so is eren — indeed if, Ya are characteristie maps for e*, e” then ee” isan (m —n)- 
cell with characteristice map Y: In+m > en em given by y(t, u) =yı(t) Ya (ae, 
we Im. [In (ii), ee” is the set of points zy, ze er, yeer]. Given an FM-complex 
L, Toda defines a CW-complex K’by means of an identification map, d, of LxI, 
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and writes K= B(L, L=w(K). K is said to admit standard paths. Each ze L 
determines a loop on K by 1, (t)=d (z,t). Thus (perhaps strengthening its topology) 


o&(K) may be regarded as a subspace of Q(K). A contractible OW-complex & ER, 
is defined by means of an identification map, d,of L x I and there is a projection p: 
®(K,K)—K with pd=d. If K’ is a subcomplex of Kand w(K, K') = p! (K), 
there is a one-one map i: w(K,K’') > Q(K, K’) which isa homeomorphism on com- 
pact subsets of w(K, K’); here Q@(K, K’) is the space of paths on X which start in 
K’ and end at the base point d(L? x IT). It is proved that : is a singular homotopy 
equivalence. Further it is shown that if X, X,C X are simply-connected spaces, 
then there exists a CW-complex K which admits standard paths, a subcomplex K, 
and a singular homotopy equivalence f: K, K, = X, X,. The technique of standard 
path complexes is applied to the proof of the following theorem on n-ads which 
generalizes a number of known theorems on connectedness (in the first instance, 
the Hurewiez isomorphism theorem). Let X bea CW-complex, and let Y, Y,,:.., Y,, 
be subcomplexes of X such that Y,aY,=Y, v3 and UVY,=X Fi 
X,=X-(Y,— 7). LetC bea class of abelian groups in the sense of Serre (this 
Zbl. 52, 193) verifying the conditions I, II, and III of Serre. Let Y be simply- 
connected, (Y,, Y) 2-contected, and H,(Y, Mel dr »<qg, 1, i=1...,n3 
Then the author proves that the (n + 1)-ad homotopy group nr, (X; Xy,...,X,)EC 
frrp<Q=2%g and ng. (X; X,...,X,) is C-isomorphie to the direct sum of 
(nl) copies of HA, Ver Dar): P: J. Hilton. 

Okamoto, Einosuke: On (k + 1)-ad homotopy groups. J. Inst. Polytechn. 
Osaka City Univ., Ser. A 6, 93—99 (1955). 

The author gives a proof of the exactness of the homotopy sequence ofa (k + 1)- 
ad (see also Y. Inoue, this Zbl. 66, 169) and follows this up with three elementary 
applications. The second of these requires a more accurate statement and a fuller 
explanation of notation. P. J. Hilton. 

Nakagawa, Ryosuke: On cohomotopy loops. Sci. Reports Tokyo Kyoiku 
Daigaku Sect. A 5, 53—61 (1955). 

The homotopy classification problem of mappings of a complex X into an n- 
sphere S” was investigated by S. T. Hu (this Zbl. 32, 125) for the case where dim X < 
2n—2 and by ©.Chen (this Zbl. 41, 103) for the case where dim X =2n-—9. 
Let n be a positive integer such that there exists a mapping f: S?2r+1 > Sr+1 with 
the Hopf invariant 1 and let X, be a closed subset of a topological space X (any di- 
mensional restrietion for X being not assumed). The author proves that the set 
a"(X, X,) of the homotopy classes of mappings of the pair (X, X,) into the pair 
(S*, p) forms, under a suitable definition of compösition, a loop with the inverse 
property in the sense of R.H. Bruck [Trans. Amer. math. Soc. 60, 245—354 (1946)], 
and establishes results analogous to those of Hu (loc. eit.) for the loop " (X, X) 
which the author calls the n-th relative cohomotopy loop of X modulo X,. In case 
(X, X,) is a paracompact pair with dim (X — X) <2n-—1, a" (X, X,) is shown 
to coineide with the Borsuk-Spanier cohomotopy group. K. Morita. 


Inoue, Yoshiro: On singular cross sections. Proc. Japan Acad. 31, 678—681 
(1955). 


Let (X,p, B) be a Serre fibre-space. The projection p:X > B induces a 


map p:S(X) > S(B), where S(Y) is the singular complex of Y. The author de- 
scribes as a singular cross-section over S’C S(B) a (semi-simplicial) map ®: S’— S(X) 
such that p®= 1. Theorems are stated on the obstructions to extending singular 
cross-sections and the obstructions to homotopies between singular cross-sections 
which are entirely analogous to results proved by Olum (this Zbl. 38, 366). In 
particular it is stated that if Bis a OW-complex, L a subeomplex, then a cross- 


section f: BBu L> X induces a singular cross-section f: S”(B) vu S(L) — S(X) 
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(cf. Olum, Theorem 24.2) and that extendability and homotopy questions for such 


cross-sections f are equivalent to those for the associated singular cross-sections f. 
P.J. Hilton. 
Schirmer, Helga: Mindestzahlen von Koinzidenzpunkten. J. reine angew. 
Math. 194, 21-39 (1955). r 
| Seien M und M’ zwei n-dimensionale, kompakte, orientierte (triangulierte) 
Mannigfaltigkeiten. Für ein Paar (f, g) stetiger Abbildungen von M in M’ heißt ein 
Punkt pe M Koinzidenzpunkt (kurz K.-punkt), wenn f(p) =g(p) ist. Er heißt 
regulär, wenn er isoliert ist; (/,g) heißt regulär, wenn alle K.-punkte regulär sind. 
Für jeden regulären K.-punkt wird ein Index definiert. Die Summe der Indexe der 
K.-punkte eines regulären (f, g) heißt die K.-zahl j(f, g). Sie ist homotopie-invariant 
(d.h. sie ist dieselbe für (f’, g’), wenn f’ zu fund g’ zu g homotop ist); da für beliebiges 
(f, g) ein zu f e-homotopes f’ existiert derart, daß (f, g) regulär ist, kann j(f, g) in 
natürlicher Weise auch für nicht reguläres (f, g) homotopie-invariant definiert wer- 
den. Zwei K.-punkte p und q gehören zur gleichen Klasse, wenn ein Weg von pnach q 
existiert darart, daß f(C) zu g(C) homotop ist. Die Anzahl der Klassen ist endlich. 
Auch die Summe j(K) der Indexe der Punkte einer Klasse X ist homotopie-invariant; 
ebenso die Anzahl k—=k(f, g) der wesentlichen Klassen K (wesentlich bedeutet 
j(K) = 0). Zu jedem Paar (f, g) existiert (für n 3) ein homotopes Laar ira) 
für welches die Anzahl der K.-Punkte gleich der unteren Schranke k(f, g) = k(f', g’) 
ist (hierbei können die K.-punkte und ihre Bildpunkte beliebig vorgeschrieben werden; 
ebenso ihre Indexe im Rahmen der Bedingungen, die sich aus der Homotopieinvarianz 
der Klassen und ihrer Indexe ergeben). — Durch die Spezialisierung M — M’ und 
g = Identität ergeben sich alte und neue Sätze über Fixpunkte. @. Nöbeling. 
| Ringel, Gerhard: Wie man die geschlossenen nichtorientierbaren Flächen in 
möglichst wenig Dreiecke zerlegen kann. Math. Ann. 130, 317—326 (1955). 
Unter den simplizialen Zerlegungen einer geschlossenen Fläche gibt es solche mit 
einer möglichst kleinen Anzahl von Dreiecken. Für die nicht orientierbare Fläche 
vom Geschlecht g läßt sich diese Minimalzahl ö, explizit angegeben und zwar ist 
= 2[&+Y6ol+ 2a für g+2, #3 und ,=16, d,—20. Zum Beweis 
wird die Eulersche Polyederformel auf die minimale Dreieckszerlegung, und auf 
die dazu duale Zerlegung in Länder, von denen immer drei in einer Ecke zusammen- 
stoßen, angewendet. Ist N=g-—2 die Eulersche Charakteristik der Fläche, 
ö= ö, die Zahl der Dreiecke und 7 die Zahl der Ecken in der minimalen Dreiecks- 
zerlegung, so gt N+ö5+4=,6 und N+ö+A<tRA(A—1). Hieraus 
folgt (7 _ 49 == 24 N) <A und, da A ganzzahlig ist, [3(9 -)- y 48 + 24 N)] — 
[2 E= V6gl <4ı. Für g>4 wird dann durch eine Konstruktion der Länder- 
zerlegung nach der früher (dies. Zbl. 55, 170) entwickelten Methode gezeigt, daß in 
der letzten Ungleichung tatsächlich das Gleichheitszeichen gilt. Die verbleibenden 


Fälle werden gesondert behandelt. H. Salzmann. 
James, Robert €.: Combinatorial topology of surfaces. Math. Mag. 29, 1—39 
(1955). 


Die Arbeit ist eine elementare Einführung in die kombinatorische Topologie der 
Flächen; sie ist mit zahlreichen anschaulichen Abbildungen ausgestattet, ohne be- 
sondere Vorkenntnisse lesbar und instruktiv auch für die Theorie der Riemann- 
flächen und der Überlagerungen allgemeiner Flächen. K. Reidemeister. 

| e Lietzmann, Walter: Anschauliche Topologie. München: Verlag von R. Ol- 
denbourg 1955. 172 8. 217 Abb. 

Das Buch ist eine auch dem Neuling zugängliche Einführung in die kombinato- 
rische Topologie eindimensionaler und zweidimensionaler Gebilde, bei der vielerlei 
Gesichtspunkte angesprochen und z. B. Häkeln, Stricken und Nähen als kombi- 
natorische Prozesse beschrieben und mit Flechten und Weben zusammen zur an- 
27 


Zentralblatt für Mathematik. 66. 
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schließenden Definition von Begriffen der kombinatorischen Topologie benutzt wer-- 
den. Vom Standpunkt der Mathematik aus ist dabei die Schwierigkeit der begriff-- 
lichen Analyse von Prozessen, in denen sich topologische und metrische Eigenschaf-- 
ten mischen, bemerkenswert. Der Neuling wird sie nicht bemerken, aber es ist eine: 
mehr pädagogische als sachliche Frage, ob so das Verständnis der reinen Mathematik: 
angebahnt wird. Der Wert des Buches liegt in der Mannigfaltigkeit der aufge-- 
wiesenen Veranschaulichungen kombinatorisch-geometrischer Eigenschaften. 
K. Reidemeister. 


Theoretische Physik. 
Elastizität. Plastizität: 


Raman, €. V. and K. S. Viswanathan: The elastic behaviour of isotropie solids.. 
Proc. Indian Acad. Sci., Sect A 42, 1—9 (1955). 

The authors attack the linear theory of elastieity because it requires the stress; 
tensor to be symmetrie and because it does not allow the stress to depend on rotations; 
as well as strains. They derive equations for isotropice materials, allowing the stress; 
to depend on rotations, and calculate wave speeds. It has long been recognized that; 
it is mathematically possible for an asymmetric stress tensor to depend on rotations; 
as well as strains and, as is discussed by Whittaker (this. Zbl. 43, 245) such re-- 
lations have been considered as constitutive equations for an elastic aether. As the: 
rev. sees it, the authors merely reaffirm that this is a mathematical possibility, , 
though they imply that they do more. When inertial and body forces vanish, the: 
stress tensor will give rise to zero resultant force and moments for every material! 
volume if and only if it be symmetric. If one accepts their notion, one must therefore 
be prepared to believe that, with some possible exceptions, the applied surface trac-- 
tions required to hold an elastice body at rest in a deformed position will not be inı 
static equilibrium, or that they are, but there is some other mechanism such as anı 
electric field whereby the resultant force and moment associated with the stress; 
tensor can be balanced. The authors do not discuss this point, though a discussion ı 
is given in Whittaker. By reasonning which is not elear to the rev. the authors: 
conclude from the fact that a rod may be twisted by couples applied to its ends, that: 
the stress tensor should not be symmetric. Ordinary linear elastieity can, of course, , 
provide a solution for such problems. There is no mathematical objection to their: 
proposal, which is not original with them. They present no concrete evidence that: 
linear elastieity is inadequate to describe ordinary elastic solids or that there is &: 
real material to which their equations apply. Consequently, some of their statements, , 
such as ‚The neglect of rotations in the analysis of strains and of torques in the: 
analysis of stress characteristic of that theory (linear elastieity) is shown to be un- 
justifiable“, are difficult -t0 accept. J. L. Ericksen (M. R. 17, 210). 

Capriz, Gianfranco: Sul problema di Saint Venant per i solidi elastiei anche. 
incomprimibili. Rend. Mat. e Appl. 13, 495—506 (1955). 

In questo lavoro si dimostra che il problema di de Saint Venant ammette 
ancora una ed una sola soluzione anche nel caso di solidi elastici incomprimibili. 
L’intervento delle condizioni di congruenza permette di ricondurre il problema 
a quello della soluzione di un sistema di tre equazioni differenziali e tre equazioni al 
contorno subordinatamente ad una conveniente espressione dello sforzo normale 
relativo all’asse del cilindro. La soluzione generale rimane completamente deter- 
minata dalla sovrapposizione delle soluzioni dei problemi della pressoflessione e 
torsione, e di quello della flessione del eilindro. In questi due casi vengono completa- 
mente determinate le espressioni delle caratteristiche degli sforzi, e si fa inoltre vedere 
come il problema della flessione dovuta a carico terminale si possa pensare contem- 
poraneamente risolto e per i solidi incomprimibili e per quelli comprimibili. 


T. Manacorda. 
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e Pailloux, M. H.: Elastieit6. M&m. Sci. math. 132, 89 p. (1955). 

In dieser Abhandlung gibt der Verf. die Grundsätze an, auf denen die sog. 
Elastizitätstheorie aufgebaut ist, und zählt die wichtigsten Methoden auf, die dazu 
verwendet werden. Auf 86 Seiten hat der Verf. eine Reihe von guten Gedanken über 
die Elastizität entwickelt, die auf von ihm veröffentlichten Arbeiten fußen, aber diese 
zusammenfassende Darstellung wäre bestimmt vollständiger, wenn er mehr als nur 
61, vorwiegend französische, Quellen zu ihrer Ausarbeitung benutzt hätte. 

T. P. Angelitch. 

Aymerich, Giuseppe: Una proprietä dell’energia elastica. Boll. Un. mat. Ital., 
III. Ser. 10, 332—336 (1955). 

Verf. beweist folgenden Satz: ‚‚Wenn der elastische Körper (€, welcher nur durch 
äußere Flächenkräfte auf einem Teil o seiner Grenzfläche beansprucht wird, einen 
materiellen Zusatz erhält, ohne daß die Verschiebungen auf o gestört werden, so 
ist die Deformationsenergie des Gesamtkörpers größer als die des Körpers C““. Dieser 
Satz besitzt Ähnlichkeit mit einem anderen (OÖ. Zabanoni, 1937), durch den 
bewiesen wird, daß die Energie des Gesamtkörpers kleiner als die des Körpers ( ist. 
falls die Flächenkräfte unveränderlich bleiben. Verf. wendet diese Sätze an, um eine 
obere, bzw. untere Grenze der Deformationsenergie in manchen praktischen Fällen 
zu ermitteln. i V. Välcovici. 

Finzi, Leo: Prineipio della minima energia elastica differenziale. Atti Accad. 
naz. Lincei, Rend., Cl. Sci. fis. mat. natur., VIII. Ser. 18, 274—280 (1955). 

Verf. nimmt eine nicht holonome Bedingung für die Komponenten des Verschie- 
bungs- und Spannungstensors an. Die entsprechenden Kongruenzgleichungen be- 
ziehen sich dann auf die Variation der Verschiebungen, so daß man mit Hilfe der 
ähnlichen Variation der Kraftzustände zu den Ausdrücken zweier Variationsprinzipe 
gelangt, insbesondere des „Prinzips der kleinsten elastischen Differentialenergie‘“. 
Diese Ergebnisse finden eine passende Anwendung in der modernen Plastizitäts- 
theorie (Hencky, v.Mises, Haar-Kärmän, Prandtl-Reuss). 

V. Välcovici. 

Colombo, Giuseppe: Maggiorazioni delle componenti di stress nel problema di 
De Saint-Venant. Rend. Sem. mat. Univ. Padova 24, 70—83 (1955). 

Im Falle des De Saint-Venantschen Torsions- und Biegungsproblems gibt Verf. 
Formeln für die obere Grenze der Spannung an, indem er gewisse von G. Cimino 
erhaltene Ergebnisse betreffs des Dirichletschen Problemes heranzieht. 

j V. Välcovier. 

Hellman, Olavi: Beiträge zur allgemeinen Schalentheorie. Mit besonderer Be- 
rücksichtigung der Randstörungen und der flachen Schalen. Ann. Acad. Sci. Fen- 
nicae, Ser. A I 1955, Nr. 213, 72 S. (1955). 

Nella prima parte di questo lavoro & contenuta una esposizione, suceinta ma 
chiara, dei prineipali risultati sull’argomento dal 1944, che riguarda una bibliografia 
abbastanza estesa. In una seconda parte, si stabiliscono innanzi tutto le equazioni 
indefinite dell’equilibrio di una piastra curva, riportando, come & consueto, gli sforzi, 
i carichi e le diverse grandezze geometriche che intervengono nella trattazione alla 
superficie mediana, e ottenendo, com’® naturale, un risultato non sostanzialmente 
differente da quello usuale in tali questioni. L’intervento della relazione linearizzata 
sforzi deformazione, in aggiunta all’ipotesi semplificativa che lo sforzo normale 
relativo alla normale alla superficie mediana sia nullo, permette di trasformare 
le equazioni di equilibrio in un sistema di equazioni nelle componenti dello sposta- 
mento i cui coeffieienti sono serie di potenze nello spessore h della piastra. L’ultima 
parte & dedicata alla considerazione di soluzioni, di tali equazioni, del tipo delle 
funzioni di perturbazione per il contorno. Precisamente, assunto ortogonale il sistema 
curvilineo di riferimento u!, u?, della superficie mediana, e che la porzione di contorno 
che si considera appartenga ad una linea u?, si assume che per qualunque grandezza 

De 
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P sia OP/öu2 dell’ordine di P, e dP/du! dell’ordine diA” P, con 0 <r<ij2eh 
grandezza adimensionale legata ad h. La considerazione dell’ordine di grandezza 
dei termini delle equazioni indefinite e qualche approssimazione conseguente, per- 
mette di arrivare, con la successiva eliminazione delle componenti di spostamento 
parallele alla superficie mediana, ad una equazione ridotta nella componente di 
spostamento normale. Il risultato viene in particolare applicato alle superfici di 
rotazione. Viene infine esposto un metodo approssimato per la determinazione della 
configurazione di piastre poco curve, che riconduce il problema a quello analogo 
per le piastre. T. Manacorda. 

Chakravorty, J. G.: Some problems of plane strain in a cylindrically aeolotropie 
cylinder. Bull. Caleutta math. Soc. 47, 231—234 (1955). 

L’A. risolve, nella teoria classica linearizzata, con riferimento ad un cilindro 
ceircolare cavo dotato di anisotropia a simmetria cilindrica, il problema della defor- 
mazione e della distribuzione degli sforzi in una rotazione uniforme attorno all’asse, 
quello relativo alla trazione parallelamente all’asse e quello della autotensioni che 
si suscitano nel cilindro quando lo si tagli lungo una generätrice e successivamente si 
saldini ancora i due bordi. T. Manacorda. 

Melan, Ernst: Wärmespannungen bei der Abkühlung einer Kugel. Österr. 
Akad. Wiss., math.-naturw. Kl., Anzeiger 1955, 202—207 (1955). 

Williams, M. L.: Large deflection analysis for a plate strip subjeeted to normal 
pressure and heating. J. appl. Mech. 22, 458—464 (1955). 

Large defleetion analysis is carried out to determine the deflections and membrane 
stresses for an infinite strip when subjected to pressure and temperature variations 
across the width of the strip with the end points fixed in space. Results are graphed 
for both clamped and simply supported edge conditions in the case of uniform tem- 
perature 7,, and uniform pressure 79. The calculations also include the possible 
thermal buckling deflections. From author’s summary. 

Reiner, M.: Second-order effeets in infinitisemal elastieity. Technion, Israel 
Inst. Techn., sci. Publ. 6, 84 (1955). 

Ramakanth, J.: Finite torsion of aeolotropie and eomposite eylinders. I. Z. 
angew. Math. Mech. 35, 453—459 (1955). 

Mit dem von Seth [Phil. Trans. Roy. Soc. A 234, 231—264 (1935) und Bull. 
Caleutta Math. Soc. 38, 30—44 (1946)] entwickelten Verfahren zur Lösung des 
Problems endlicher Torsion eines isotropen oder transversal anisotropen Zylinders 
wird der hexagonal aeolotrope Hohlzylinder und als Sonderfall der isotrope Hohl- 
zylinder behandelt. Die numerischen Ergebnisse für die Torsionsmomente werden 
mit den Werten nach der Theorie des unendlich kleinen Zwanges verglichen. 

J. Pretsch. 

Berger, H. M.: A new approach to the analysis of large deflecetions of plates. J. 
appl. Mech. 22, 465—472 (1955). 

Simplified nonlinear equations for a flat plate with large deflections are derived 
by assuming that the strain energy due to the second invariant of the middle-surface 
strains can be neglected. Computations using the solution of these simplified equa- 
tions are carried out for the deflection of uniformly loaded cireular and rectangular 
plates with various boundary conditions. Comparisons are made with available 
numerical solutions of the exact equations. The defleetions found by this approach 
are then used to obtain the stresses for the cireular plates and the resulting stresses 
are compared with existing solutions. In all the cases where comparisons could 
be made, the defleetions and stresses agree with the exact solutions within the aceu- 
racy required for engineering purposes. From author’s summary. 

Thomas, T. Y.: Combined elastic and von Mises stress-strain relations. Proc. 
nat. Acad. Sci. USA 41, 908—910 (1955) 
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Im Anschluß an eine frühere Mitteilung (dies. Zbl. 65, 180) werden die skalaren 
Invarianten in den Dehnung-Spannung-Beziehungen so gewählt, daß diese für die 
inkompressible plastische Strömung des v. Mises-Typs gelten. J. Pretsch. 


DeWitt, T. W.: A rheologieal equation of state which predicts non-Newtonian 
viscosity, normal stresses, and dynamic moduli. J. appl. Phys. 26, 889-894 (1955). 

Ausgehend von den für ein Maxwell-Element geltenden Beziehungen wird für 
eine „elastisch-zähe“, wirbelbehaftete Flüssigkeit eine Zustandsgleichung abgeleitet. 
Diese gestattet die Berechnung der Normal- und Schubspannungen und enthält als 
Spezialfälle die Grundgesetze von Newton und Maxwell. Anwendungen: Flüssig- 
keit a) zwischen zwei rotierenden konzentrischen Zylindern, b) zwischen zwei ro- 
tierenden parallelen Platten, c) in einer Kapillare. H. Bufler. 


x 


Mandel, Jean: Sur les corps visco6lastiques A comportement lineaire. C. r. 
Acad. Sci., Paris 241, 1910—1912 (1955). 

This note contains a stress analysis in linear viscoelastic bodies, its physical 
behaviour being specified by the hereditary integral representation. By means of 
Carson transformation, the author, like R. Sips [J. Polymer Sci. 7, 191—205 (1951)], 
obtains stress-strain relations analogous to those of the classical elastieity, concluding 
that the use of operational caleulus reduces the theory of these bodies to the theory 
of elastieity. Afterwards, the author shows how the creep and relaxation functions 
might be used in applications. M. Predeleanu. 

Roesler, F. €.: Some applications of Fourier series in the numerical treatment of 
linear behaviour. Proc. phys. Soc., Sect. B 68, 89—96 (1955). 

Eine früher erschienene Arbeit [ibid. 67, 338—347 (1954)] wird fortgesetzt. Be- 
stimmte funktionale Zusammenhänge, wie sie in der Theorie der linearen Visko-Ela- 
stizität und der linearen elektrischen Netzwerke auftreten, lassen sich durch Integral- 
gleichungen vom Faltungstyp darstellen. Die Kreisfunktionen sind die Eigen- 
funktionen der Kerne dieser Integralgleichungen, so daß ihre Lösung durch eine 
Fouriersche Entwicklung möglich ist. Als Anwendungen dieser Methode werden die 
Bestimmungen des Relaxationsspektrums mit Hilfe der dynamischen Elastizität 
(Realteil des komplexen E-Moduls) und der Spannungsrelaxation angegeben. Dabei 
werden wesentliche Einzelheiten und die Berechnung der Eigenwerte der Kerne 
hervorgehoben. Auf ein besonderes Anwendungsbeispiel wird verzichtet. 

F. Reutter. 

Chakravorty, J. G.: Vibrations of spherically aeolotropie shell. Bull. Calcutta 
math. Soc. 47, 235—238 (1955). 

In questo lavoro viene risolto, nell’ambito della teoria classica linearizzata del- 
l’elasticitä, il problema delle vibrazioni libere, radiali e rotatorie, di uno strato sferico 
anisotropo a simmetria sferica. T. Manacorda. 

Chakravorty, J. G.: Torsional vibration of a eylinder of eylindrically aeolotropie 
material. Indian J. theor. Phys. 3, 17—20 (1955). 

C.F.Carrier [Trans. Amer. Soc. Mech. Eng. 65, A 117—122 (1943)] has 
developed the approximate theory of stretching of a eylindrically aeolotropie plate 
by forces acting in the plane of the plate. This theory has been applied by A. M. 
Sengupta to some problems of vibration of plates of the same material [ibid. 1, 
125—132 (1953)]. As the exact determination of stresses satisfying the equations 
of equilibrium and the conditions of compatibility is very difficult, both authors have 
considered only average stresses and displacements in the plate. = In another paper 
the present author (this Zbl. 66, 420) has obtained exact solutions of some three- 
dimensional problems of a eylindrically aeolotropie material. In the present paper 
an exact solution of the problem of torsional vibration of a cylinder of eylindrically 


aeolotropie material has been obtained when the eylinder is either hollow or has 


an isotropie core. R. Gran Olsson. 
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Sokolov, Ju. D.: Über eine Näherungslösung der Grundgleichung der Dynamik 
des Förderseils. Dopovidi Akad. Nauk Ukrain. RSR 1955, 21—25 und russ. Zusam- 
menfassg. 25 (1955) [Ukrainisch]. 

Es wird die Grundgleichung der Dynamik des Schacht-Förderseils in der von G.N.Savin 
vorgeschlagenen Form R : 

02 ow On w ( &w ‚ dWw 
ER E en) "| Zn u ir 
untersucht. Übersetzung der russ. Zusammenfassg. 

Tersenov, S. A.: Das asymptotische Verhalten der Eigenwerte und Eigenfunk- 
tionen der Schwingungen von zylindrischen Schalen. Soobstenija Akad. Nauk 
Gruzinskoj SSR 16, 11—18 (1955) [Russisch]. 

Die asymptotischen Formeln für die Eigenwerte und die Eigenfunktionen des 
Systems #U=0 von Differentialgleichungen für die stationären Schwingungen 
der kreiszylindrischen Schalen bei folgenden Randbedingungen: v=ev=w=(; 
öw/öv = 0 auf L werden abgeleitet. Dabei bedeutet U eine Vektorfunktion mit den 
Komponenten a,v,w; L den Gebietsrand aus stückweise glatten Kurvenbögen 
ohne Umkehrpunkte bestehend, » die Normale zu Z und /? eine symmetrische Matrix 
dritter Ordnung, deren Elemente gewisse Differentialoperatoren zweiter Ordnung 
sind, die aber hier nicht explieite angegeben sind. Die Ausführungen schließen sich 
an eine frühere Arbeit des Verf. an [Soobscenija Akad. Nauk Gruzinskoj SSR 15, 
575—581 (1954)] und zwar so weit, daß der Leser für die Bedeutung von /? auf diese 
Arbeit hingewiesen wird. Außerdem führt der Verf. zwei Formeln ohne Beweis an. 

T. P. Angelitch. 

Mindlin, R. D. and H. Deresiewiez: Thickness-shear and flexural vibrations of 
rectangular crystal plates. J. appl. Phys. 26, 1435—1442 (1955). 

Im Anschluß an eine frühere Arbeit (dies. Zbl. 42, 186) werden Gleichungen für 
die Dickenschub- und Biegeschwingungen von Kristallplatten gelöst, und zwar für 
die einfach unterstützte Rechteckplatte und für die Rechteckplatte, bei der ein 
Paar paralleler Kanten frei und das andere Paar einfach unterstützt ist. Während 
das Frequenzspektrum im ersten Fall einfach ist, gelingt seine Berechnung im 
zweiten Fall wegen der Kopplung von drei unendlichen Schwingungssystemen erst 
mit Hilfe einer Lösung, welche elastisch unterstützte Ränder benutzt. J. Pretsch. 


Hydrodynamik: 


e Birkhoff, Garrett: Hydrodynamies: a study in logie, fact and similitude. 
New York: Dover Publications, Inc. 1955. XIII, 186 p. 20 Fig. $3,50 cloth, 
$ 1,75 paper. 

Unveränderter Abdruck der Princeton University Press-Ausgabe von 1950 
(dies. Zbl. 41, 539). In dieser Monographie setzt sich Verf. kritisch mit den Grund- 
lagen einiger Zweige der Hydrodynamik auseinander. In Kap. I werden die hydro- 
dynamischen Paradoxa untersucht, Kap. II berichtet über neuere Fortschritte in 
der Theorie der freien Strahlen, Kap. III behandelt die Dimensionsanalysis. In 
Kap. IV wird gezeigt, wie die gruppentheoretischen Methoden bei hydrodynamischen 
Untersuchungen herangezogen werden können, Kap. V schließlich behandelt schein- 
bare Masse in Verbindung mit Gruppentheorie. Im ganzen Büchlein werden neue 
math. Ideen benutzt und gezeigt, wie sie mit Erfolg in der modernen Hydrodynamik 
verwandt werden können. H. Bilharz. 

Ibrahim, Ali A. K.: Equation of motion in eireles about an axis for non-New- 
tonian liquids. Z. angew. Math. Mech. 35, 463—464 (1955). 

Für eine nicht-Newtonsche Flüssigkeit wird auf Grund einer früheren Mit- 
teilung des Verf. (J. Chem. Phys., Juli 1954) die Bewegungsgleichung für den Fall - 
abgeleitet, daß diese Flüssigkeit in einem um seine Achse rotierenden Zylinder- 
geläß eingeschlossen ist. J. Pretsch. 


1) 
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Krzywicki, A.: Sur le mouvement plan du liquide visqueux compressible. Bull. 
Acad. Polon. Sci., Cl. III 3, 185—187 (1955). 

Der Verf. leitet die Komponenten der Kraft ab, die von umgebender, viskoser 
und kompressibler Flüssigkeit auf eine Kurve S ausgeübt wird. Die Voraussetzungen 
sind: 1. daß S eine einfache (überall eine stetige Tangente besitzende) ebene. Kurve 
ist, die sich, ohne sich zu deformieren, parallel einer Geraden mit konstanter Geschwin- 
digkeit in einer viskosen und kompressiblen, die ganze Ebene außerhalb von S aus- 
'füllenden Flüssigkeit, verschiebt: 2. die äußeren eingeprägten Kräfte sind nicht 
vorhanden, und drei weitere hydrodypamische Voraussetzungen. Es handelt sich - 
um eine Verallgemeinerung der Resultate, die W. Wolibner (dies. Zbl. 44, 405) im 
Anschluß an D. Udeschini (dies. Zbl. 27, 24) für zähe und inkompressible 
Flüssigkeit unter den gleichen Bedingungen erhalten hat. Diese Arbeit enthält nur 
Resultate ohne Herleitung als Auszug aus der unter dem gleichen Titel in Studia Math. 
15, 113—122 (1955) veröffentlichten Arbeit des Verf. T. P. Angelitch. 


Krzywicki, A.: Sur la force laterale exerede sur un obstacle par un liquide vis- 
queux et compressible. Bull. Acad. Polon. Sci., Cl. III 3, 241—242 (1955). 

Es werden die Komponenten der Seitenkräfte bestimmt, die von umgebender, 
zäher und kompressibler Flüssigkeit auf eine geschlossene Fläche & ausgeübt wird. 
Dabei wird, unter anderem, vorausgesetzt, daß X eine stetige Normale besitzt und 
sich, ohne Deformation, parallel einer Geraden mit konstanter Geschwindigkeit be- 


strenge Integration des Eigenwertproblems durchgeführt. 


wegt und daß es keine äußeren eingeprägten Kräfte gibt. Diese Arbeit ist nur ein 
Auszug, nur die Resultate angebend, einer Arbeit des Verf., die unter dem gleichen 
Titel in Studia math. 15, 174—181 (1955) veröffentlicht wurde. Es stellt eine Verall- 
gemeinerung der Resultate dar, die Verf. in seiner vorstehend besprochenen Arbeit ab- 
geleitet hat. Dabei werden hier nur die beiden Komponenten der von der Flüssig- 
keit ausgeübten Kräfte, die in der Normalebene zur Bewegungsrichtung der Fläche & 
liegen, bestimmt. T. P. Angelitch. 


Di Prima, Richard €.: Application of the Galerkin method to problems in hydro- 
dynamic stability. Quart. appl. Math. 13, 55—62 (1955). 

Es handelt sich um die G. I. Taylorsche Untersuchung der Stabilität der lami- 
naren Strömung einer inkompressiblen zähen Flüssiekeit zwischen rotierenden 
Zylindern einerseits, die später auch von Meksyn in drei Arbeiten und von anderen 
Autoren behandelt wurde, und andererseits um die Untersuchung des Ref. über die 
Stabilität der laminaren Grenzschicht an konkaven Wänden gegenüber dreidimen- 
sionalen Störungen. Die Instabilitäten sind in beiden Fällen eng verwandt und durch 
die auftretenden Zentrifugalkräfte bedingt. Verf. will zeigen, daß sich die diesen 
Problemkreisen zugrunde liegenden Figenwertprobleme als gut geeignet für eine 
approximative Behandlung mit Hilfe des Galerkinschen Verfahrens darbieten. In 
der Tat erzielt er gute Übereinstimmung mit den Taylor-Meksynschen Näherungen 
für den Fall der rotierenden Zylinder (und gibt zugleich eine neue und vorteilhafte 
Formulierung des Problems). Im Falle der Strömung an konkaven Wänden ist die 
Übereinstimmung (im Rahmen der Approximation) mit den Resultaten des Ref. 
zugleich eine Widerlegung der späteren hier ebenfalls auf Meksyn zurückgehenden 
und stark davon abweichenden Resultate für den kritischen Parameter. [Anm. des 
Ref.: In seiner Freiburger Diss. hat G. Hämmerlin (vgl. dies. Zbl. 64, 203) eine 
Auch seine Ergebnisse 


bestätigten, nun aber in voller Strenge, die Richtigkeit der approximativen Ergebnisse 


des Ref. Dagegen scheint das asymptotische Integrationsverfahren von Meksyn, 


das sich desto besser eignet, je größer die Eigenwerte sind, den in Frage stehenden 
kleinsten Eigenwert nicht erfaßt zu haben, sondern einen Eigenwert höherer Ordnung, 
und die scheinbar wesentlich höheren Werte für den kritischen Parameter beruhen 


auf diesem Versagen des Verfahrens.] H. Görtler. 
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Fraenkel, L. E.: On the flow of rotating fluid past bodies in a pipe. Proc. Roy. 
Soc. London, Ser. A 233, 506—526 (1955). 

Die achsialsymmetrische Strömung einer volumbeständigen, idealen. wirbel- 
behbafteten Flüssigkeit in einem zylindrischen Rohr, in dem rotationssymmetrische 
Hindernisse oder Einschnürungen vorhanden sind, wird unter der Voraussetzung 
behandelt, daß, weit stromaufwärts von der Störung, in achsialer Richtung eine über 
den Rohrquerschnitt konstante Geschwindigkeit und konstante Wirbelstärke herr- 
schen. Der Wert k des Verhältnisses der Wirbelstärke zur achsialen Strömungs- 
geschwindigkeit im Ausgangsquerschnitt (mit dem Radius eins) ist eine charakte- 
ristische Zahl, von der die Strömungsform wesentlich abhängt. Ist k kleiner als die 
erste Nullstelle der Besselfunktion J,, so unterscheidet sich die Strömung nicht 
wesentlich von einer rotationsfreien (isoönergetischen) Strömung. Ist jedoch k 
größer als der erwähnte kritische Wert, so ist die Lösung nicht mehr eindeutig und 
die Stromfunktion besitzt einen wellenförmigen Verlauf. Wenn man annimmt, daß 
die wellenförmigen Störungen nicht beliebig weit stromaufwärts reichen, bekommt 
man auch in diesem Fall eindeutige Lösungen. Es werden im wesentlichen zwei 
Probleme behandelt: 1. Eine symmetrische ringförmige Quellverteilung am Rohr- 
umfang an der Stelle &—= 0(x®:- - Richtung der Rohrachse). 2. Eine Punktquelle 
bzw. Doppelquelle in’ der Achse an der Stelle «= 0. Durch ringförmige Quellen 
können Einschnürungen des Rohres, durch Doppelquellen kugelähnliche Hindernisse 
nachgeahmt werden. Es werden einige Beispiele zahlenmäßig durchgerechnet. 

@. Heinrich. 


Laporte, Otto and Hideo Yoshihara: A rigorous method for finding the lift of a 
certain class of airfoils and remarks on the meaning of Schrenk’s approximate rule. 
J. aeronaut. Sci. 22, 787—794 (1955). 

Für unverwundene Flügel der Tiefenverteilung 


ey) = cV 1 (2y/b)?y 1— t(2yjb)2 

(t ein „Völligkeitsparameter‘“ zwischen —1 und +1) hat Laporte (Quart. appl. 
Math. 2, 232—250 (1944)] eine strenge Lösung des Traglinienproblems in der Trefftz- 
schen Formulierung in Form von Reihenentwicklungen gegeben, indem er die Trefftz- 
sche Ebene einer geeigneten konformen Abbildung durch elliptische Funktionen unter- 
warf derart, daß die Koeffizienten in der Randbedingung konstant werden. Diese 
Theorie wird vereinfacht und auf verwundene Flügel ausgedehnt. Durch gewisse 
Approximationen in den Koeffizienten der Lösungsreihen läßt sich Schrenks Nähe- 
rungsregel für die Auftriebsverteilung gewinnen und auf beliebige Tiefen- und An- 
stellwinkelverteilungen ausdehnen. J. Weissinger. 


Woods, L. €.: The design of two-dimensional aerofoils with mixed boundary 
conditions. Quart. appl. Math. 13, 139—146 (LOB 

In Verallgemeinerung einer Methode von Lighthill bzw. des Verf. [British 
Aero. Res. Council R& M 2112 (1945) bzw. 2845 (1952)] wird ein — für inkompres- 
sible oder Karman-Tsien-Gase exaktes — Verfahren entwickelt zur Konstruktion 
eines symmetrischen nichtangestellten Profils in Unterschallströmung, bei dem im 
vorderen und hinteren Teil die Kontur, im mittleren die Druckverteilung vorgegeben 
ist. Durch eine Reihe von Variablentransformationen wird das Problem in Zusammen- 
hang gebracht mit der Bestimmung einer regulären Funktion in einem Parallel- 
streifen, für die auf der einen Randgeraden der Real-, auf der andern der Imaginär- 


teil vorgegeben ist; damit ist es auf eine Integralgleichung zurückgeführt, die durch 
Iteration gelöst werden muß. J. Weissinger. 
e Strscheletzky, M.: Berechnungskurven für dreiflügelige Schiffsschrauben. 


Karlsruhe: Verlag G. Braun 1955. 177 Kurvenblätter mit Anleitung in Ganzleinen- 
mappe. DM 168,—. 
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Das vom Verf. entwickelte Berechnungsverfahren für Propeller (M. Strsche- 
letzki: Hydrodynamische Grundlagen zur Berechnung der Schiffsschrauben. Karls- 
ruhe 1950) war solange gegenüber gröberen, aber weniger aufwendigen Methoden nicht 
konkurrenzfähig, als die vom Verf. in langwieriger Arbeit berechneten, universalen 
Hilfsfunktionen nicht zugänglich waren. Für dreiflügelige Schrauben wird dieses 
umfangreiche Zahlenmaterial jetzt in Form von 18 Kurvenblättern im Format 
DINA3 (für die Induktionsfaktoren der freien Wirbel) und 159 Blättern DIN A4 
(gebundene Wirbel) vorgelegt. In einer kurzen, zweisprachigen Anleitung werden dem 
_ Benutzer die grundlegenden Formeln sowie Hinweise auf die entsprechenden Partien 
| des Buches gegeben. Da die Ausstattung ausgezeichnet ist, hat der Kenner der 
_ Strscheletzkyschen Theorie, die ja keineswegs nur auf Schiffsschrauben, sondern im 
_ Grunde nur auf inkompressible reibungslose Strömung beschränkt ist, nunmehr 
ein wertvolles Werkzeug zur Hand. J. Weissinger. 

Sears, William R.: Rotating stall in axial compressors. Z. angew. Math. Phys. 
6, 429—455 (1955). 

Es wird eine Übersicht über die Theorien gegeben, die zur Erklärung der als 
„umlaufende Abreißströmung“ in Axial-Verdichtern auftretenden Erscheinung bis- 
her aufgestellt wurden. Alle diese Theorien machen die Voraussetzung, daß die Er- 
scheinung mit einer konstanten Geschwindigkeit umläuft. Weiter wird stets das 
betrachtete Rad durch eine einzige Diskontinuitätsfläche ersetzt. Stellt man die 
allgemeinsten Lösungen der Eulerschen Gleichungen sowohl vor (wirbelfrei) als auch 
hinter dem Rad (wirbelbehaftet) auf und beachtet beim Übergang die Kontinuität, 
so bleiben für das Zusammenheften der beiden Strömungen noch zwei Bedingungen 
offen. Im Falle anliegender Strömung sind dies die Bedingung des glatten Ab- 
fusses an der Hinterkante und der Zusammenhang, der zwischen der Dichte der freien 
Wirbel mit der zeitlichen Änderung der Zirkulation um die Schaufeln besteht. Statt 
dessen nimmt Sears z.B. an, daß zwischen dem Auftrieb und dem Anstellwinkel 
ein von der Frequenz unabhängiger Phasenwinkel herrscht. Die verschiedenen 
Theorien unterscheiden sich dadurch, daß in ihnen verschiedene Annahmen über die 
Schaufelcharakteristik gemacht werden. Sie liefern alle dasselbe qualitative Ergebnis 
eines umlaufenden Störfeldes, wobei die Umlaufgeschwindigkeit im allgemeinen 
noch von zwei unbekannten Parametern abhängt. H. Söhngen. 


Patraulea, N. N. et E. Larisch: Le mouvement & sillage autour d’une plaque 
portante perm6able. Comun. Acad. Republ. popul. Romine 5, 1109-1116, russ. u. 


franz. Zusammenfassg. 1115 (1955) [Rumänisch]. 

Ce travail expose une solution pour le mouvement autour d’une plaque permeable, solution 
basee sur la theorie des mouvements ä sillage presque rectiligne [N. N. Patraulea, Acad. Republ. 
popul. Romine, Bul. sti., Sect. Sti. mat. fiz. 7, 189—148 (1955)]. Les AA, determinent le champ des 


vitesses autor de la plaque et caleulent ensuite ses coefficients a&rodynamiques. 
Französ. Zusammenfassg. 


Patraulea, N. N.: Le mouvement autour d’un „‚Toroptere‘ au fuselage eylindrique. 
Comun. Acad. Republ. popul. Romine 5, 1631—1634, russ. u. franz. Zusammen- 
fassg. 1634 (1955) [Rumänisch]. 


Dans cette Note, ’A. presente une methode pour le calcul d’un avion & aile toroidale, qu’il 


appelle „‚toroptere‘“. Le fuselage est suppose eylindrique et infiniment long. 
Aus der französ. Zusammenfassg. 


Hacker, Tiberiu: Un eriterium de stabilit6 longitudinale de l’avion, & l’&tape lente 
du mouvement perturbe, pour les mouvements non permanents, horizontaux et 
rectilignes. Comun. Acad. Republ. popul. Romine 5, 1635—1641, russ. u. franz. 


Zusammenfassg. 1641 (1955) [Rumänisch]. 

Hacker, Tiberiu: Evaluation de la vitesse d’amortissement des perturbations en 
vol horizontal reetiligne, lorsque le mouvement non perturbe de P’avion est non per- 
manent. Comun. Acad. Republ. popul. Romine 5, 1731—1736, russ. u. franz. 


Zusammenfassg. 1736 (1955) [Rumänisch]. 
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Price, H. L. and G. R. Walsh: The motion of an aeroplane in disturbances from 
eircling flight. Proc. Leeds philos. lit. Soc., sci. Sect. 6, 275297 (1955). 

Bewegung eines Flugzeugs, das sich ursprünglich in stationärem Kreisflug be- 
fand, nach einer kleinen Seitenstörung. Methode der kleinen Schwingungen. Nähe- 
rungsweise Bestimmung der Wurzeln der Stabilitätsdeterminante durch: a) Ent- 
kopplung zwischen Längs- und Seitenbewegung, b) Abspaltung der größten Wurzeln, 
c) Annahme konstanter Längsgeschwindigkeit. Vergleich dieser Methoden an Bei- 
spielen. Ist die Bewegung nach der Störung stabil, so ist die Bahn des Schwerpunkts 
wieder ein Kreis von demselben Radius, jedoch mit seitlich und vertikal versetztem 
Mittelpunkt. K. Nickel. 

Puffert, H. J.: Über die gegenseitige Beeinflussung von Flügel, Rumpf und Leit- 
werken bei Schräganblasung. Z. Flugwissenschaften 3, 323—331 (1955). 

Bei einem Flugzeug ergeben sich die angreifenden Luftkräfte nicht einfach aus 
der Summe der Kräfte an den Einzelteilen (Flügel, Rumpf, Leitwerke), sondern es 
treten durch die gegenseitige Beeinflussung zusätzliche Interferenzkräfte auf. Diese 
werden vom Verf. für den Fall des schiebenden Flugzeugs (unsymmetrische Anströ- 
mung) im einzelnen diskutiert. Für quantitative Angaben ist man im wesentlichen 
noch auf Meßergebnisse angewiesen abgesehen vom Einfluß auf das Rollmoment 
(Moment um die Längsachse), der schon früher von H. Multhopp [Luftfahrt- 
forschung 18, 52—66 (1941)] behandelt worden ist. Für die übrigen Größen 
(Auftrieb, Seitenkraft, Kippmoment und Giermoment) werden grobe Abschätzungs- 
formeln angegeben, die zum Teil noch empirische Konstanten enthalten. 

K.Gersten. 

Kemp, Nelson H. and W.R. Sears: The unsteady forces due to visecous wakes in 
turbomachines. J. aeronaut. Sci. 22, 478—484 (1955). 

Bewegt sich ein Laufrad hinter einem Leitrad, so durchfährt es die durch die 
Zähigkeit bedingten Nachlaufdellen der Schaufeln des Leitrades und erfährt in- 
folgedessen instationäre Luftkräfte. Das Nachlaufprofil und sein Zusammenhang 
mit dem Widerstand sind durch Messungen hinreichend bekannt. Es wurde von den 
Verff. durch eine Gaußsche Fehlerkurve approximiert. Damit ist dann die instatio- 
näre Anströmgeschwindigkeit für das Laufrad analytisch gegeben. Die daraus resul- 
tierende Kraft auf die Schaufeln des Laufrades wurde mittels der ebenfalls bekannten 
Theorie des instationär angeströmten Einzelflügels berechnet. Es zeigte sich, daß 
für Turbomaschinen üblicher Abmessungen diese Kraft von derselben Größenord- 
nung ist wie diejenige bei reiner Potentialströmung. H. Sohngen. 

Chang, Chien-Chien and Wen-Hwa Chu: Aerodynamic interference of cascade 
blades in synehronized oseillation. J. appl. Mech. 22, 503-508 (1955). 

Um einen ersten Einblick in das Flatterverhalten von Verdichter-Schaufeln zu 
gewinnen, wurden die Luftkräfte bestimmt, die an einem geraden Streckengitter 
angreifen, dessen Schaufeln in Phase schwingen. Dazu wird das Äußere des Gitters 
auf das Äußere des Einheitskreises abgebildet. Das Potential wird in zwei Anteile 
zerlegt, von denen der erste zirkulationsfrei und durch die schwingende Bewegung 
des Gitters allein bestimmt ist. Dieser Anteil ist relativ einfach zu erfassen. Der 
zweite Anteil umfaßt den Beitrag der Zirkulation um die Schaufeln und der freien 
Wirbel der Schleppe. Dieser ist in der Bildebene schwieriger zu bestimmen, da dort 
die Periodizität der freien Wirbel verloren geht. Der Beitrag der freien Wirbel kann 
aber in der physikalischen Ebene in Integralform hingeschrieben werden, wobei nur 
die Wirbeldichte als eine noch unbestimmte Konstante eingeht. Diese ergibt sich aus 
dem ersten Anteil, wenn man die Kutta-Joukowskische Abflußbedingung beachtet. 

H. Söhngen. 


Söhngen, H.: Luftkräfte an einem schwingenden Gitter. Z. angew. Math. Mech. 
35, 81—88 (1955). 


Für ein gerades, parallel angeströmtes Schaufelgitter beliebiger Teilung wird eine 
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neare Theorie der instationären Luftkräfte angegeben für den Fall, daß die Schaufeln 
ait beliebiger Schwingungsform in Phase schwingen. Die Schaufeln seien stationär 
icht belastet und das Strömungsmedium sei inkompressibel und reibungsfrei. 
"ür die Bestimmung der Auftriebsverteilung und des Auftriebs ergeben sich Integral- 
Jeichungen. Als Anwendungsbeispiel wird der Fall betrachtet, daß die Schaufeln 
3iegeschwingungen ausführen. J. Rotta. 

Flügge-Lotz, I. and Arlo F. Johnson: Laminar compressible boundary layer 
long a curved insulated surface. J. aeronaut. Sci. 22, 445454 und 490 (1955). 
Zur angenäherten Berechnung der ebenen laminaren Grenzschichtströmung 

iner kompressiblen Flüssigkeit längs einer wärmeisolierten Wand bei beliebiger 
>randtl-Zahl und bei vereinfachtem Temperatur-Zähigkeit-Zusammenhang wird 
ine Methode vom Typus des v. Kärmän-Pohlhausen-Verfahrens entwickelt. Für 
las Geschwindigkeitsprofil wird ein Polynom 5. Grades des Wandabstandes, für 
las Dichteprofil ein solches 10. Grades benutzt, und der Wahl der erforderlichen 
;usätzlichen Randbedingungen werden sorgfältige Überlegungen gewidmet. Das 
Beispiel der längsangeströmten Platte dient zur Erprobung des Verfahrens durch 
Vergleich mit der bekannten Lösung von L.Crocco. Ein allgemeinerer Fall mit 
Druckabfall von einem Staupunkt aus und nachfolgendem Druckanstieg bis zur 
blösung erlaubt Vergleiche mit einer früher von I. Flügge-Lotz und E.A. 
Bichelbreuner berechneten sorgfältigen Approximation. Wie beim v. Kärmän- 
ohlhausen-Verfahren des inkompressiblen Falles ergibt sich gute Genauigkeit der 
Resultate bei beschleunigter Außenströmung, jedoch ein Nachlassen der Genauig- 
eit im Bereich verzögerter Strömung, und die berechnete Ablösungsstelle liegt zu 
reit stromabwärts. H. Görtler. 

Li, Ting-Yi and Henry T. Nagamatsu: Similar solutions of compressible boun- 
ary-layer equations. J. aeronaut. Sci. 22, 607—616 (1955). 

Es wird gezeigt, daß für die kompressible laminare Grenzschicht das System 
er partiellen Differentialgleichungen auf ein System von gewöhnlichen Differential- 
leichungen transformiert werden kann. Auf diese Weise werden „ähnliche“ Lö- 
sungen der Grenzschichtgleichungen erhalten, und zwar für die Geschwindigkeits- 
erteilung und die Energieverteilung über die Grenzschichtbreite. Die zugehörige 
eschwindigkeitsverteilung der Außenströmung U (x) läßt sich explizit angeben. 
er Zusammenhang mit der früher von Stewartson (1949) angegebenen Trans- 

Bahn wird aufgezeigt. Für den Spezialfall der wärmeundurchlässigen Wand 
rgeben sich die schon früher von Hartree berechneten Grenzschichtprofile der 
sung U(x) = u, : x”. Aus den auf einer elektronischen Rechenmaschine 
urchgerechneten zahlreichen Beispielen erhält man eine Übersicht, wie z. B. der 
Reynoldssche Faktor der lokalen Wärmeübergangszahl zum lokalen Reibungsbeiwert 
sich mit dem Druckgradienten ändert. Aufheizung der Grenzschicht von der Wand 
her verschiebt die Ablösung stromaufwärts, dagegen Kühlung der Grenzschicht ver- 
schiebt die Ablösung stromabwärts. Diese ähnlichen Lösungen der kompressiblen 
Grenzschichtgleichungen sind exakte Lösungen und geben daher die willkommene 
Möglichkeit, Näherungslösungen auf ihre Genauigkeit zu prüfen. Darüber 
hinaus aber erhält man aus ihnen auch wertvolle allgemeine Aussagen über das 
Verhalten der kompressiblen Grenzschichten bei Änderung der Außenströmung. 
H. Schlichting. 
Stuart, J. T.: A solution of the Navier-Stokes and energy equations illustrating 
the response of skin frietion and temperature of an infinite plate thermometer to 
fluctuations in the stream veloeity. Proc. Roy. Soc. London, Ser. A 231, 116—130 
| De 
E° at Arbeit bietet eine willkommene, weil auf einer exakten Lösung beruhende 
Illustration zur Theorie von M. J. Lighthill [ibid. 224, 1—23 (1954)] über das 
Verhalten der laminaren Grenzschicht unter zeitlich harmonischen Schwankungen 
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der äußeren Strömungsgeschwindigkeit. Verf. untersucht die mathematisch trii 
viale aber bisher noch nicht beachtete exakte Lösung der Navier-Stokesscher 
Gleichungen für den Fall einer zweidimensionalen inkompressiblen Strömung längs 
einer unbegrenzten porösen Ebene, deren Geschwindigkeit nicht von der Koordinate 
in Strömungsriehtung abhängt, bei zeitlich harmonischer Schwankung der äußeren 
Strömungsgeschwindigkeit um einen festen, von Null verschiedenen Mittelwert: 
sowie unter Annahme einer konstanten Verteilung der Absaugegeschwindigkeit länge 
der Wand. Einschränkende Voraussetzungen über die relative Größe der Schwankun- 
gen brauchen nicht gemacht zu werden. In der Lösung setzt sich die wandparallel 
Geschwindigkeitskomponente additiv zusammen aus einem zeitunabhängigen Anteil! 
dessen vom Wandabstand abhängige Verteilung wie zu erwarten das sog. „asympto- 
tische Absaugeprofil“ ist, und einem zeitlich periodischen Anteil, der sich ebenfalls 
leicht berechnen läßt. Die Wandschubspannungsschwankung weist eine Phasenvorei- 
lung gegenüber der äußeren Geschwindigkeitsschwankung auf, die von Null bei Fre- 
quenz Null bis 2/4 bei sehr hohen Frequenzen anwächst; ihre Amplitude wächst mit 
wachsender Frequenz. Verf. behandelt darüber hinaus bei Annahme konstanter Stoff-- 
werte die entsprechende exakte Lösung für die Temperaturgrenzschicht im Falle des 
Thermometerproblems. Da er die Reibungswärme mit berücksichtigt, stellt sich» 
das Temperaturprofil dar als Summe aus mittlerem Profil und erster und zweiter 
Harmonischen. Die erste Harmonische weist eine Phasenverzögerung auf, die mitt 
von Null anwachsender Frequenz von Null bis x/4 wächst, während ihre Amplitudes 
mit wachsender Frequenz gegen Null strebt. Die zweite Harmonische besitzt eines 
Phasenverzögerung, die von Null bei Frequenz Null zunächst mit wachsendert 
Frequenz anwächst, dann aber mit hinreichend groß werdenden Frequenzen wiedert 
nach Null strebt; ihre Amplitude strebt für wachsende Frequenzen gegen einen von! 
Null verschiedenen Grenzwert. Bei sehr hohen Frequenzen der äußeren Geschwin-- 
digkeitsschwankung hat man daher praktisch eine Temperaturschwankung mit: 
zweimal so hoher Frequenz. Freilich ist bei der Formulierung des Problems an-- 
genommen, daß sich die Wandtemperatur jeweils sofort der schwankenden Tempera- 
tur der wandnächsten Flüssigkeit angleicht, da die Randbedingung an der Wand 
wie beim stationären Thermometerproblem angesetzt ist. Die mittlere Temperatur ; 
an der Wand wächst nach der so gefundenen Lösung mit wachsender Frequenz an 
und wird schließlich proportional der Quadratwurzel aus der Frequenz. 
H. Görtler. 

Sanyal, Lakshmi: Boundary layer in aconverging nozzle with aspherical surface. . 
Bull. Calcutta math. Soc. 47, 65—70 (1955). 

G.1. Taylor (dies. Zbl. 41, 326) hat unter vertretbaren Vereinfachungen und 
unter Anwendung eines Pohlhausen-Verfahrens die Grenzschicht in einem konisch 
sich verengenden Trichter untersucht, wenn ein Flüssigkeitsstrahl tangential in den 
(größeren) Eintrittsquerschnitt einströmt. Mit den gleichen Mitteln berechnet Verf. 
die Grenzschicht im Falle eines Trichters mit kugelförmiger Wandung. Ergebnisse 
numerischer Integration sind in einer Zahlentafel zusammengefaßt. In einem Ver- 
gleichsfall mit gleichen Ein- und Austrittsquerschnitten sowie gleicher Trichterhöhe 
ist die Grenzschichtdicke im Austrittsquerschnitt im vorliegenden Fall nur gering- 
fügig dicker als im jenen von Taylor. H. Görtler. 

Frager, L.: Stabilit6 et stabilisation des a6rodynes. J. Phys. Radium 16, 712 — 
718 (1955). 

L’A. definit les notions de „corr&lation isolde“ d’un champ de vitesse, de tenseur 
de correlation suivant une direction, de tenseur spectral, et il les applique & l’&quation 
matricielle qui relie la vitesse d’un aerodyne & celle de l’air. J. Bass. 

Liepmann, H. W.: On the application of statistieal concepts to the buffeting 
problem. J. aeronaut. Sci. 19, 703—800 (1952). 


Es wird der Auftrieb eines dünnen Tragflügels unendlicher Spannweite berech- 
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net, der sich mit konstanter Geschwindigkeit in einem Feld zufälliger turbulenter 
Schwankungen bewegt. Dabei wird angenommen, daß der Auftrieb über einen 
linearen Operator vom Anstellwinkel «(f) abhängt, der als stationäre stochastische 
Funktion angenommen wird. Auf der Grundlage einer von W. R. Sears [J. aero- 
naut. Sei. 8, 104-108 (1941)] angegebenen Formel für sinusförmigen Verlauf des 
Anstellwinkels wird mittels der Theorie stochastischer Funktionen, wobei das Spek- 


trum des quadratischen Mittels a® der Theorie der isotropen Turbulenz entnommen 
wird, eine explizite Formel für das quadratische Mittel des Auftriebs in Abhängig- 
keit von der Intensität der Turbulenz und von dem Verhältnis der Flügeltiefe zum 
Maß (scale) der Turbulenz aufgestellt. W. Szablewski. 

/ Liepmann, H. W.: Extension of the statistical approach to buffetting and gust 
response of wings of finite span. J. aeronaut. Sci. 22, 197—200 (1955). 

In Erweiterung der obigen Theorie (siehe voranstehendes Referat) auf Flügel 
endlicher Spannweite wird Abhängigkeit des Anstellwinkels x von der Spannweiten- 
koordinate zugelassen. Unter der Voraussetzung, daß das Turbulenzfeld sowohl 
zeitlich wie räumlich homogen ist, wird der Formelapparat zur Berechnung des 
quadratischen Mittels des Auftriebs aufgestellt. W. Szablewski. 

Latter, Riehard: Similarity solution for a spherical shock wave. J. appl. Phys. 
26, 954—960 (1955). 

Die mathematischen Schwierigkeiten, die bei kompressiblen Strömungen durch 
das Auftreten diskontinuierlicher Stoßwellen gegeben sind, können nach dem Vorgang 
von Riehtmyer und v. Neumann dadurch behoben werden, daß in die hydrody- 
namischen Gleichungen ein zähigkeitsähnliches Glied eingeführt wird. Dieses hat 
die Wirkung, daß die unstetigen Änderungen auf einen endlichen Bereich „ver- 
schmiert“ werden. Das zunächst nur für ebene Stoßwellen eingeführte Verfahren 
wird hier auf kugelförmige Stoßwellen erweitert, allerdings nur für den Grenzfall 
unendlich großer Stoßstärke. Es wird gezeigt, daß in diesem Fall ähnliche Lösungen 
existieren, die zwar die Eigenschaft haben, daß die physikalischen Parameter überall 
stetig sind, jedoch im Bereich der Stoßwellen einen Knick besitzen. W. Wuest. 

Jones, €. W.: On the propagation of shock waves in regions of non-uniform den- 
sity. Proc. Roy. Soc. London. Ser. A 228, 82—99 (1955). 

Verf. behandelt den Fall einer ebenen Welle, die sich durch einen Teil eines 
nichthomogenen Gases bewegt, indem er annimmt, daß die Energie nicht konstant 
bleibt, sondern einen zu den großen Stoßkräften passenden Wert als asymptotische 
Approximation erhält. Die entsprechenden Lagrangeschen Gleichungen führen zu 
einer gewöhnlichen Differentialgleichung erster Ordnung, deren angenäherte Lösung 
durch die Grenzbedingungen des Stoßes ermittelt wird. Wenn insbesondere die 
Stoßkraft konstant bleibt, so findet Verf., daß keine Lösung möglich ist, falls die 
Dichte schneller als x abnimmt. Es wird schließlich unter Heranziehung der 
veränderlichen Stoßkraft gezeigt, daß die Lösungen, wenn die Dichte und die 
Lage durch einfache Potenzgesetze der Zeit ausdrückbar sind, nur einer konstanten 
Stoßkraft entsprechen können. Zahlreiche numerische Werte werden am Ende für 
den Fall der konstanten Stoßkraft angegeben. V. Välcoviei. 

Teodoreseu, N.: L’onde de choc dans la th6orie invariante de la propagation des 
 ondes. Acad. Republ. popul. Roumaine, Revue math. phys. 2, 107—123 (1955). 
Notwendige und hinreichende Bedingungen werden dafür aufgestellt, daß Stö- 
rungen eines skalaren Feldes, die eine reguläre Lösung einer speziellen hyperbolischen 
Differentialgleichung sind, sich ausbreiten. Diese Überlegungen werden dann auf 
die Ausbreitung von Störungen durch diskontinuierliche Stoßwellen ausgedehnt 

W. Wuest. 

Rama, Silvio: Sul passaggio di un’onda elastica da uno ad un altro mezzo omo- 

geneo ed isofropo. Ist. Lombardo Sci. Lett., Rend., Cl. Sci. mat. Natur. 88 (III. Ser. 


19), 507—526 (1955). - 
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Nella nota presente sono dati solo i risultati teorici di questo problema interes; 
sante e per le applicazioni tecniche (in acustica architettonica). Un campo di vibrazion! 
elastiche longitudinale, incidendo obliquamente sulla superficie di separazione fr& 
due mezzi di propagazione diversi, genera, oltre a campi longitudinali anche i camp) 
trasversali. Questi campi riflesso (r) e rifratto (2) non sono piü puri campi ‚Coneckn 
vativi, ma devono essere espressi come campi vettoriali, s—= grad o + rot, dove 
9, y sono i potenziali. I valori sul contorno degli spostamenti e delle componenti 
degli sforzi sono legati fra loro dalle condizioni elastiche e dal una altra grandezza (f). 
Quella € la funzione delle condizioni geometriche del’onda incidente (i) e della mutu 
aderenza fra i due contorni a contatto. Nel caso generico, quello & intermedio fra i 
due casi limiti, (1° senza attrito, 2° il caso diametralmente oposto), gli sforzi tangen- 
ziali sono legati agli sforzi normali dalla relazione ,X,—=Y, f, A, 
= +9 9=X,T7,Z. Le funzioni della aderenza (fy, 7,) dipendono dal- 
l’attrito tangenziale (nel piano y2). Gli sforzi sul contorno (X, Y,Z) sono le compo- 
nenti del tensore degli sforzi (D) che si esprime in funzione dei potenziali @, y. Se 
il campo ineidente & piano, ,—=B,epfiolt— (x +Pß,y-+Y,; 2)/Cul =; 
dove sono &,, P,, y,i coseni direttori dei raggi di propagazione dei campi longitudinale: 
e O;, la velocitä di propagazione, i campi riflessi e rifratti sono piani e sinusoidali,, 
coerenti e complanari col campo incidente; le amplezze degli spostamenti normali 
e degli sforzi sono date. Si conclude che in tal caso i campi trasversali polarizzati i 
secondo la direzione 2 sono identicamente nulli. La funzione di interazione dipende > 
dall’angolo di ineidenza e della aderenza fra i due mezzi. Per determinare questa ı 
dipendenza si puö calcolarne il valore massimo, cui dove corrispondere la condizione : 
di solidarietä fra gli spostamenti tangenzali. Come caso particolare le relazioni per 
la riflessione e la rifrazione di onde piane in mezzi fluidi sono dimostrate (= 
Si nota che, quando uno dei due mezzi & tluido, il campo derivato in esso & alterato: sii 
genera il campo trasversale nel mezzo solido. D. Raskovie. 

MacLean, William R.: Zur Theorie der Wellenausbreitung in nicht-homogenen 
Medien. Z. Phys. 143, 331—339 (1955). 

Die Wellengleichung für Schallwellen in einem inhomogenen Medium wird 
dadurch näherungsweise gelöst, daß unter Festhaltung des Brechungsexponenten 
der Wellenwiderstand so abgeändert wird, daß sich die Wellengleichung durch einen 
Eikonalansatz lösen läßt. Die Begründung für dieses Vorgehen besteht darin, daß 
der Brechungsexponent den Strahlengang bestimmt, während der Wellenwiderstand 
für die Reflexionen maßgeblich ist; diese werden bei der vorliegenden Näherung 
außer Betracht gelassen. Das Reziprozitätstheorem der Akustik wird dadurch 
etwas verändert, im übrigen aber eine physikalisch einleuchtende N äherungslösung 
gewonnen. Walter Franz. 

Rubinowiez, A.: Über eine Verallgemeinerung des Reziprozitätstheorems für 
Lösungen der Sehwingungsgleichung mit Multipolquellen. Acta phys. Polon. 14, 
183—190 (1955). 

Das Reziprozitätstheorem der Akustik wird dadurch verallgemeinert, daß an 
Stelle einfacher Polquellen beliebige Multipole als Quellen betrachtet werden. Das 
Ergebnis ist, daß das Verhältnis der Stärke eines Multipols im Quellpunkt zum | 
Entwicklungskoeffizienten desselben Multipols im Aufpunkt für alle Multipole 
gleich ist, und sich bei Vertauschung von Quell- und Aufpunkt nicht verändert. 
Spezialisiert man auf den einfachen Pol, so hat man das gewöhnliche Reziprozitäts- 
theorem. Walter Franz. 


Crease, J.: Propagation of long waves due to atmospherie disturbances on & 
rotating sea. Proc. Roy. Soc. London, Ser. A 233, 556-569 (1955): 


In einem nichtrotierenden System ist die Fortpflanzungsgeschwindigkeit von 
Schwerewellen (Wellenlänge groß gegen Wassertiefe) nur von der Wassertiefe ab- 
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hängig. In vorliegender Arbeit wird dagegen gezeigt, daß in einem rotierenden Be- 
zugssystem Dispersion auch bei konstanter Wassertiefe eintritt. Die Reibung wird 
nur insoweit berücksichtigt, als an der Wasseroberfläche die durch den Wind hervor- 
gerufenen Schubspannungen als bekannte Funktionen eingeführt werden, während 
die Reibung am Boden vernachlässigt wird. Man wird zu einer partiellen Differential- 
gleichung geführt, die abgesehen vom inhomogenen Glied der in der Quanten- 
" mechanik bekannten Klein-Gordon Gleichung entspricht. Die Lösung der homogenen 
_ Gleichung kann auf eine Besselsche Funktion erster Art zurückgeführt werden. : Par- 
_ tikulärlösungen der inhomogenen Gleichung werden für verschiedene Annahmen über 
_ die Erregung abgeleitet. Die Oberflächenerhebung, die durch eine von = 0 an 
konstant über die Halbebene wirkende Schubkraft erregt wird, erreicht nach einer 
_ gewissen Anlaufzeit stationäre Werte, die mit dem Abstand von der erzeugenden 
Halbebene abklingen. Wenn dagegen die Vorderkante des Windfeldes sich mit einer 
Geschwindigkeit bewegt, die gleich der größten Gruppengeschwindigkeit der Wellen 
ist, so nimmt die Erhebung der Wasserfläche ständig zu. Auch der Einfluß einer 
Begrenzung senkrecht zur Fortpflanzungsrichtung der Wellen wird kurz betrachtet. 
W. Wuest. 

Proudman, J.: The effect of frietion on a progressive wave of tide and surge in 
an estuary. Proc. Roy. Soc. London, Ser. A 233, 407—418 (1955). 

Bereits in einer vorhergehenden Arbeit hat J. Proudman (dies. Zbl. 62, 456) 
Formeln für die Wirkung der Querschnittsverengung einer Flußmündung auf die in 
der offenen See erzeugte Sturmflutwelle abgeleitet. Die jetzt abgeleiteten Formeln 
gelten jedoch für beliebige Werte des Verhältnisses des Produktes aus Abstand von 
der offenen See und Wellenhöhe zum Quadrat der Wassertiefe. Bei der Ableitung 
der Differentialgleichungen werden Trägheitsglieder vernachlässigt. Es wird eine 
Abschätzung für die Zulässigkeit dieser Vernachlässigung gegeben. Für den Zeitpunkt 
des Hoch- und Niedrigwassers läßt sich die Kontinuitätsgleichung vereinfachen. 
Trennt man die Wirkung von Flut und Windstau, so ist im Mündungstrichter 
der Windstau bei Niedrigwasser höher als bei Flut, vorausgesetzt, daß der Wind- 
stau einen gewissen Wert überschreitet. W. Wuest. 

Oroveanu, T.: Sur un probleme d’&coulement A travers un milieu poreux non 
homogene. Comun, Acad. Republ. popul. Romine 5, 1625—1629, russ. U. franz. Zu- 
sammenfassg. 1629 (1955) [Rumänisch]. 

Dans cette Note, ’A. considöre l’ecoulement d’un fluide incompressible & travers un milieu 
poreux, en supposant que la permeabilite ne varie que dans la direction radiale. Les resultats 
sont appliques A l’etude de l’ecoulement dans une couronne eirculaire, la pression ayant une r£- 
partition quelconque sur les deux cercles. Französ. Zusammenfassg. 

Gotthard, Franeise: L’&coulement des fluides dans les remplissages non uni- 
formes soumis ä la centrifugation et P’influence de Paccelöration et V’efficacite des 
colonnes de destillation. Acad. Republ. popul. Romine, Bul. sti., Sect. Sti. mat. fiz. 
7, 477—485 u. russ. U. französ. Zusammenfassg. 483—485 (1955) [Rumänisch]. 


Elektrodynamik. Optik: 


Gheorghitä, Stefan: Concerning {he ealeulation of maximum temperature in 
non-linear eleetrodynamies. Acad. Republ. popul. Roumaine, Revue math. phys. 
2, 62—64 (1955). 

Verf. korrigiert eine Berechnung von Kwal und Solomon [J. Phys. Radium 

1 


9, 205 (1938)] mit dem Ergebnis, daß die Höchsttemperatur T, =: Vr/20 Vb wird, 
wo o die Stefan-Boltzmannsche und b die Born-Infeldsche Konstante ist. Der nume- 
Tische Wert ist. T,»# 10 K. Er, W. Wessel. 
Nieolau, Edmond: Reciprocity and conservation relations in eleetricity. Acad. 
Röpubl. popul. Roumaine, Revue math. phys. 2, 9—17 (1955). | 
Viele elektrische Phänomene werden durch Systeme von partiellen Differential- 
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gleichungen beschrieben. Betrachtet man auch die hierzu adjungierten Systeme, 
so kann man eine Reihe von Reziprozitätsbeziehungen herleiten, welche den Zu- 
sammenhang zwischen zwei Gruppen möglicher Lösungen herstellen. In der vor- 
liegenden Arbeit wurden diese Reziprozitätsrelationen untersucht im Hinblick auf 
den Fall, daß die beiden Lösungen identisch werden, weil hierdurch Erhaltungssätze 
von Energie und Impuls gefunden werden. Zuerst wird die benützte mathematische 
Methode erläutert, welche hierauf auf den Fall des elektromagnetischen Feldes in 
einem Dielektrikum angewendet wird, sowie auf elektrische Phänomene in Hohl- 
rohren. P. Urban. 

© Jouguet, Marc: Trait6 d’&lectrieit6 th6orique. II. Electroeinstique et magn6- 
tostatique. (Collection Technique et Scientifigque du Centre National d’Etudes des 
Telecommunications). Paris: Gauthier-Villars 1955. VIII, 316 p. 

Le premier volume du Trait&e d’electrieit& theorique de M. Jouguet (Paris, 
1952) etait consacre & l’&tude du champ electrostatique. Le second volume com- 
plete l’Etude des phenomenes &lectromagnetiques permanents en exposant les pro- 
prietes des courants &leetriques continus et des champs magnetiques permanents. 
L’A. se place strietement au point de vue macroscopique ce qui lui permet d’associer 
etroitement les grandeurs de l’Energötique electromagnetique aux grandeurs de la 
thermodynamique classique. Ceci le conduit notamment & developper la theorie, des 
milieux aimantes selon la forme amperienne, & introduire le champ magne6tique des 
courants avant celui des aimants et & introduire l’induction magnetique comme 
grandeur fondamentale le champ magnetique n’&tant qu’une notion secondaire. 
Ce point de vue conduit egalement l’A. & ne pas introduire de systeme d’unites du 
type Giorgi et & utiliser le systeme u. €. m. d’une facon generale. L’ouvrage divise 
en cinqg chapitres developpe successivement les propri6tes generales du champ magne- 
tique des courants continus, la loi d’Ohm et les proprietes des distributions de 
courants continus, l’Energetique associ6e aux phenomenes accompagnant les courants 
continus, le magnetisme des corps aimantes, l’&nergetique des systömes de Corps 
aimantes. Ces chapitres sont suivis de l’&tude d’applications et de complements 
theoriques importants. G. Petiau. 


Power, G.: The Blasius formulae. Amer. math. Monthly 62, 649-650 (1955). 

Verf. berechnet Kraft und Moment, welche auf ein dielektrisches Medium im 
zweidimensionalen elektrischen Felde ausgeübt werden. Besitzt das elektrische Feld 
ein komplexes Potential, dann gehen seine Formeln in die aus der Hydrodynamik 
bekannten Blasiusschen Formeln über. G. Freud. 


Cartianu, Gh.: La resolution des &quations du eireuit oseillant A parametres 
variables avee le temps. avec application ä la modulation de frequence. Revista 
Univ. C. I. Parhon Politehn. Bucuresti, Ser. Sti. Natur. 4, Nr. 8, 107—114, russ. 
u. französ. Zusammenfassg. 114 (1955) [Rumänisch]. 

Craven, T. L.: An engineering application of boolean algebra. Proc. Roy. Irish 
Acad., Sect. A 57, 121—130 (1955). 

The author gives a very clear account of some well-known elementary facts 
about the use of Boolean algebras for the study of relay-switching circuits. The 
analogy between the operations of a Boolean algebra and the functioning of the 
contacts of a relay is shown. An example of simplification of a eircuit by means of 
this method is given and the possibility of using this method for eireuit-synthesis 
is indicated, but none of the methods already in use for this purpose are indicated. 
The paper ends with some references, indicating a move complete bibliography in 
„Etude Logique des Circuits Electriques et de Systemes Binaires“ by R. Higonnet 
and R. Grea (Editions Berger Levrault. Paris 1955), which in its turn contains 
only a small number of references. The author seems not to be aware ofM. A. Gavri- 
lov’s treatise, (Russian edition 1950, German edition 1953, Czech edition 1953) 
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neither of the bibliography published by G.N. Povarov in Avtomat. Telemech. 
16, 411—420 (1955) (in Russian). M. Nedeleu. 

Poincelot, Paul: Reflexion d’une onde e&lectromagnetique plane sur un gaz 
ionise et stratifie. C. r. Acad. Sci., Paris 241, 1272—1275 (1955). 

Ferrari, Italo: Multipoli e onde di Schelkunoff. Il caso generale. Atti Accad. 
naz. Lincei, Rend., Cl. Sci. fis. mat. natur., VIII. Ser. 18, 623—630 (1955). 

Es wird gezeigt, in welcher Weise sich gewisse von Schelkunoff angegebene 
Typen von Antennen-Strahlungen aus Multipolen überlagern lassen. 

Walter Franz. 

Kacenelenbaum, B.Z.: Irreguläre Wellenleiter mit langsam veränderlichen Para- 
metern. Doklady Akad. Nauk SSSR 102, 711—714 (1955) [Russisch]. 

In einem homogenen und regulären Wellenleiter, in welchem Form und Lage 
des (der x, y-Ebene parallelen) Querschnitts von der 2-Koordinate unabhängig ist, 
werden die Z- und H-Wellen durch Systeme von „Membranfunktionen“ @,(%, Y) 
und y,„(x%, y) und die 2-Abhängigkeit durch einen Exponentialfaktor dargestellt. 
Einen irregulären Wellenleiter kann man als Grenzfall eines Stufenwellenleiters auf- 
fassen, der aus kurzen Abschnitten miteinander verbundener regulärer Wellenleiter 
von verschiedenen Querschnitten zusammengesetzt ist. Diese Vorstellung hat den 
Verf. dazu geführt, das Feld in einem homogenen irregulären Wellenleiter mit der 
z-Achse als Ausbreitungsrichtung als eine Superposition solcher Wellen darzustellen, 
die in regulären Wellenleitern übertragen werden können. Die Koeffizienten der zu 
diesem Ansatz gehörenden Reihenentwicklung sind mit 2 variabel und genügen einem 
System von gewöhnlichen Differentialgleichungen 1. Ordnung, was in Analogie zur 
Methode der Variation der Konstanten in der Theorie der gewöhnlichen Differential- 
gleichungen steht. Beispiel. Im Fall der H-Wellen kann das über den Faktor 
expiwt von der Zeit t abhängige Feld bekanntlich auf eine Funktion Y(x, y, 2) 
zurückgeführt werden, die der Wellengleichung 4,7 +82 Y02+R®V=0, mit 
8Plönlec, = 0 genügt, wo A, = &löx? + &2Jöy®, k = w/e und C'(z) den mit einer 
Normalen n versehenen Rand eines Querschnitts 2 — const. bezeichnet. Der An- 
satz für Y lautet dann 


De Bm ei OP — 21 a hin, 
m m 


wohn=k a, m —f hn (2) d2, Din» Bm Funktionen von 2 sind und 9(%, 9; 2) 


die zum Eigenwert «,,(2) gehörige Lösung von As ym + On, Ym = I, ym[onlec = 0 
= Mrs 27) ist. Das (unter Verwendung der Reihen Oy [02 =D) 
p 


entstehende Differentialgleichungssystem für D,„, PB, ist unter Randbedingungen 
zu lösen, die durch den Charakter des Feldes zu beiden Seiten @=0,2=[) des 
irregulären Wellenleiters der Länge L gegeben sind. Die Rechnungen werden für 
solche Leiter weiter verfolgt, deren Querschnitte sich nur langsam mit einem Para- 
meter ändern, und es werden speziell Kegel mit veränderlichem Querschnitt unter: 
sucht. — Druckfehler. Formel (7): (D„ statt D„( Formel (12): B, statt Bu. 
H.-J. Hoehnke. 
Mikaeljan, A. L.: Wellenleitende und koaxiale Ventilsysteme für Wellen mit 
Rotationssymmetrie. Doklady Akad. Nauk SSSR 104, 233—236 (1955) [Russisch]. 
Diese Mitteilung gehört zu einer Reihe von Beiträgen, in denen sich der Verf. 
mit der Aufstellung der transzendenten Gleichungen für die Fortpflanzungskon- 
stanten von elektromagnetischen Wellen in Hohlleitern beschäftigt hat, welche teil- 
weise mit anisotropen Medien gefüllt sind, die dem Hohlsystem Ventileigenschaften 
verleihen, so daß es sich verschieden verhält für Wellen, die in entgegengesetzten 
Richtungen transportiert werden. [Vgl. Doklady Akad. Nauk SSSR 98, 941944 
(1954) und 104, 72—75 (1955).] Solche Medien sind Elektronenplasmen (Plasma im 
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weiteren Sinne) mit einem Tensor der dielektrischen Permeabilität von der Form 


e —ig oO 
[el = E E | 
zo Ü 
und Ferrite mit dem Tensor der magnetischen Permeabilität 


u —ik 0 
[al= i k Das 02% 
0 0 MM 


die unter der Wirkung eines konstanten Magnetfeldes 7 stehen, von dem &, 9; u, k 
abhängen. In der vorliegenden Arbeit werden die rotationssymmetrischen Wellen Ey, 
und H,„ in Hohlrohren und koaxialen Kabeln untersucht. Es zeigt sich, daß Plasma- 
schichten nur für B,,-Wellen und Ferritschichten nur für H,„-Wellen eine Ventil- 
wirkung besitzen. Die Arbeit schließt mit der Bemerkung, daß ein magnetostatisches 
Feld im koaxialen Kabel durch Gleichstrom im Innenleiter erzeugt werden kann und 
daß die Herstellung eines derartigen Feldes im Hohlleiter bedeutend schwieriger ist. 
H.-J. Hoehnke. 

Nicolau, Edmond: Propristes d’orthogonalit& des champs dans les endovibrateurs. 
Comun. Acad. Republ. popul. Romine 5, 1059—1063, russ. u. französ. Zusammen- 
fassg. 1063 u. 1064 (1955) [Rumänisch]. 


L’A. d&montre que dans les endovibrateurs & milieu interieur homogene, isotrope et non 
dissipateur et & parois exterieurs parfaitement conductrices, subsistent les rapports d’ortho- 


gonalite: y Io, Üf E,„: E,„dv = 0, lintegrale s’etendant sur tout l’endovibrateur 
S 2 2 


et E,, &tant le champ &lectrique correspondant ä la pulsation propre w,,, etc. Si, en outre, ä la 
frontiere & de l’endovibrateur subsiste le rapport / (H,„ x H,„):nda = 0 il subsiste en outre 
> 


le rapport d’orthogonalite si H„:E„d@=0. NL’A. mentionne la relation toujours valable: 
f (Em x E,).nda=N\. Französische Zusammenfassg. 


Schwarz, M. J. De: Spannung und Stromstärke in einer Pupinleitung. Z. an- 
gew. Math. Mech. 35, 336—338 (1955). 

Si tratta di una comunicazione fatta al Convegno della Gamm (1955), nella 
quale vengono riassunte le pubblicazioni | Atti Accad. Sci. Torino 89, 193—207 (1955) 
e questo Zbl. 62, 421]. A. Ghizzetti. 

Chahid, Wassek: Sur le calcul des resistances shunts des cavites du type „rhum- 
batron“. C. r. Acad. Sci., Paris 241, 1733—1736 (1955). 

Zweck dieser Arbeit ist, den Shunt-Widerstand eines Hohlrohres vom Typ 
Rhumbatron als Funktion des Feldes auf der Achse auszudrücken. Der Vorteil eines 
solchen Ausdruckes besteht darin, die Berechnung dieses Widerstandes auf einen 
Ausdruck zurückzuführen, welcher nur das axiale Feld enthält. Die Methode wird 
auf die Berechnung von Widerständen linearer Beschleuniger vom Typus Alvarez 
angewendet. P. Urban. 

Kohler, K.: Die allgemeine Doppelzett-Fluchtentafel. Z. angew. Math. Mech. 
35, 476—478 (1955). 

Die Schlüsselgleichung der Doppelzett-Fluchtentafel für gerade und gekrümmte 
Leiter wird elegant hergeleitet. Zwei ausführliche Beispiele geben einen Einblick in 
die Handhabung der Gleichung und der Tafel. H. Tolle. 

e Brown, R. C.: Light. (A textbook of physics. Vol. 4.) London: Longmans 
Green and Co., Ltd. 1955. VIII, 693—1018, VILL. 

Ein verhältnismäßig elementar gehaltenes Lehrbuch der allgemeinen Optik. 
Verf. hat sich bemüht, das Verständnis für die Zusammenhänge der verschiedenen 
optischen Gesetzmäßigkeiten dadurch zu fördern, daß er sie eingehend für die ver- 
schiedensten Spezialfälle näher diskutiert. Außerdem sind den einzelnen Abschnitten 
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jeweils Aufgaben — mit Antworten im Anhang — angefügt, wie sie den Studierenden 
in Oxford, Cambridge, London oder dem Joint Matriculation Board als Prüfungs- 
aufgaben bei den verschiedenartigsten Prüfungen gestellt zu werden pflegen. Eine 
große Anzahl (236) Abbildungen (Zeichnungen) dient gleichfalls dem leichteren Ver- 
ständnis der formelmäßigen Beziehungen. Neben Reflexion und Brechung an ebenen 
und sphärischen Flächen werden Linsen und — wenigstens kurz — ihre Abbildungs- 
fehler sowie optische Instrumente behandelt. Es folgen Photomettrie, Interferenz, 
Beugung, spektrale Zerlegung, Polarisation sowie abschließend ein Kapitel über 
Geschwindigkeit und Natur des Lichtes. J. Picht. 


Kline, Morris: Asymptotie solutions of Maxwell’s equations involving fractional 
powers of the frequency. Commun. pure appl. Math. 8, 595—614 (1955). 

In einer früheren Arbeit hat Verf. gezeigt (dies. Zbl. 43, 415), in welcher Weise: 
aus der ‚‚Stoßlösung‘“ der Maxwellschen Gleichungen die zeitliche periodische Lö- 
sung gewonnen werden kann; von der Stoßlösung wurde dabei nur die Kenntnis 
der Unstetigkeiten benötigt, welche an den Wellenfronten auftreten. Voraus- 
gesetzt war, daß die Stoßlösung stückweise stetig ist, wobei die Unstetigkeit nur in 
einem endlichen Sprung des Funktionswertes bestehen sollte. Da hierbei nur die 
Beugung an stetig gekrümmten, nicht schattenwerfenden Objekten erfaßt wird, 
nimmt Verf. in der vorliegenden Arbeit eine Verallgemeinerung vor, welche auch 
scharfrandige Schirme einschließt. Die Stoßlösung wird dabei als stückweise ana- 
lytisch vorausgesetzt, jedoch an den Unstetigkeitsstellen ein Verhalten wie eine 
gebrochene Potenz zugelassen. Die periodische Lösung wird mittels der Stieltjes- 
Transformierten der Stoßlösung durch ein komplexes Integral dargestellt, und eine 
asymptotische Entwicklung angegeben, in welcher dieselben gebrochenen Expo- 
nenten auftreten wie bei der Entwicklung der Stoßlösung um die singulären Stellen. 

Walter Franz. 


Teisseyre, R.: The diffraction of a dipole field by a perfectly conducting wedge. 
Bull. Acad. Polon. Sci., Cl. III 3, 157—162 (1955). 

Die Beugung einer elektrischen oder magnetischen Dipolwelle an einem ideal- 
leitenden Keil wird durch Entwicklung der Primärwelle nach ebenen Wellen aus der 
Sommerfeldschen Lösung für die Beugung einer ebenen Welle am Keil gewonnen. 

Walter Franz. 


Hoop, A. T. de: Variational formulation of two-dimensional diffraetion pro- 
blems with application to diffraction by a slit. Nederl. Akad. Wet., Proc., Ser. B. 58, 
401—411 (1955). 

Aus den Integralgleichungen für das zweidimensionale Beugungsproblem wird 
ein Variationsprinzip für die Amplitude des Fernfeldes hergeleitet. Für die Beugung 
an einem unendlich langen Schlitz in der idealleitenden Ebene wird die Lösung für 
beliebigen Einfallswinkel ermittelt, und dabei die ersten drei Glieder einer Ent- 
wicklung nach steigenden Potenzen von (k b)® (k = Wellenzahl, 5 = Spaltbreite) 
angegeben. Für senkrechten Einfall ergibt sich Übereinstimmung mit den Ergeb- 
nissen von Bouwkamp (Rep. Progr. Phys. 17, 35—100, 1954) und Müller-West- 
pfahl (dies. Zbl. 50, 209). Walter Franz. 

Huang, Chaang, Ralph D. Kodis and Harold Levine: Diffraction by apertures. 
J. appl. Phys. 26, 151—165 (1955). 

Die Beugung ebener elektromagnetischer Wellen an Öffnungen in einem ebenen, 
unendlich dünnen, idealleitenden Schirm wird theoretisch und experimentell unter- 
sucht. Die theoretische Behandlung geht von den Levine-Schwingerschen vekto- 
- riellen Integralgleichungen aus. Der Transmissionskoeffizient wird für kreisförmige 
und elliptische Öffnungen vom Achsenverhältnis 1/2 und 1/3 nach dem Variations- 
verfahren der Verff. berechnet. Im Gegensatz zu früheren Untersuchungen wird ein 
frequenzabhängiger Variationsansatz verwendet, welcher für ka< 10 zu guter 
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Übereinstimmung mit den Messungen führt, während frühere Rechnungen nach der 
Variationsmethode nur für ka < 2 brauchbar waren (a istdabei die große Halbachse). 
Walter Franz. 

Ehrlich, Morris J., Samuel Silver and Gedeliahu Held: Studies of the diffraction 
of eleetromagnetic waves by ceircular apertures and complementary obstacles. The 
near-zone field. J. appl. Phys. 26, 336—345 (1955). 

Das elektrische und magnetische Feld wird ausgemessen, welches durch Beugung 
einer nahezu ebenen linear polarisierten Welle an Kreisblenden oder Kreisscheiben 
entsteht. Besonders die nächste Umgebung der beugenden Objekte wird eingehend 
untersucht. In Übereinstimmung mit der theoretischen Erwartung erweist sich bei 
senkrechten Einfall das Magnetfeld in der Öffnung als konstant. Auch das elektro- 
magnetische Babinet-Prinzip wird bestätigt. Walter Franz. 

Poincelot, Paul: Sur un probl&me de diffraction. ©. r. Acad. Sci., Paris 241, 
625—627 (1955). 

Verf. betrachtet die Beugung einer ebenen Welle an einem unendlich langen, 
unendlich dünnen, idealleitenden ebenen Streifen bei senkrechtem Einfall; der elek- 
trische Vektor schwingt parallel zur Streifenkante. Die Stromverteilung wird als 
Summe spezieller Fourier-Integrale angesetzt; für deren Koeffizienten ergibt sich 
ein unendliches lineares Gleichungssystem. Die Konvergenz des Verfahrens kann 
nachgewiesen werden. Walter Franz. 

Jones, D. S.: On the scattering cross section of an obstacle. Philos. Mag., 
VII. Ser. 46, 957—962 (1955). 

Vande Hulst hat den Zusammenhang zwischen dem Streuquerschnitt eines 
Objekts für eine ebene Welle und der Amplitude in Vorwärtsrichtung angegeben. 
Diese Relation wird vom Verf. aus einer energetischen Betrachtung neu abgeleitet. 
In ähnlicher Weise wird für den Fall einer Punktquelle ein Zusammenhang zwischen 
der Summe aus Streu- und Absorptionsquerschnitt und einem Feld in der Umgebung 
der Quelle hergeleitet. Walter Franz. 


Ingarden, R. S.: A generalization of the Young-Rubinowiez principle in the 
theory of diffraction. Acta phys. Polon. 14, 77—91 (1955). 

Nach Maggi und Rubinowiez kann die Beugung einer ebenen Welle an einer 
Blende in Kirchhoffscher Näherung zerlegt werden in eine abgeschattete Primär- 
welle und eine von der Kante ausgehende Beugungswelle, welche dem Youngschen 
Prinzip entspricht. Diese Zerlegung wird vom Verf. soweit möglich verallgemeinert, 
indem als Primärwellen beliebige ‚geometrische Wellen‘ zugelassen werden, d.h. 
Wellen, welche sich durch ein Eikonal darstellen lassen. Als Ergebnis erscheint eine 
Reihe, welche nach negativen Potenzen des Abstandes vom Schirm wie der Wellen- 
zahl fortschreitet. Die gebeugte Welle erscheint ganz im Sinne von Rubinowiez 
aufgebaut aus Youngschen Elementarwellen, deren Richtungsfaktor aber nicht nur 
von Richtung und Stärke der Primärwelle an der beugenden Kante abhängt, 
sondern auch von deren Aberrationen. — Eine Kritik van Kampens an der 
Rubinowiezschen Auffassung wird als unbegründet zurückgewiesen. Walter Franz. 

Hänsel, Horst: Ein Prisma, mit dem sich Ablenkungen von linear homogen 
polarisierten wenig geöffneten Liehtbündeln ohne wesentliche Änderung des Polari- 
sationszustandes erzielen lassen. Wiss. Z. Päd. Hochschule Potsdam, math.-naturw. 
R. 2, 59—63 (1955). 

Durch mehrere — z. B. k — Totalreflexionen eines linear polarisierten Strahles 
kann die bei einer Totalreflexion auftretende Phasendifferenz A zwischen den parallel 
und rechtwinklig zur Einfallsebene schwingenden Komponenten des Lichtvektors 
so vergrößert werden, daß der Bedingung genügt wird: 34A=(2?m+1)r 

k 


(m —=1,2,3,...). Es wird gezeigt, daß diese Bedingung [nicht etwa 2A =mn 
oder 2A=2mn] erfüllt sein muß, wenn der Polarisationszustand eines linear 
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homogen polarisierten Strahlenbündels nach den Totalreflexionen erhalten bleiben 
soll. Um den Einfluß des Einfallswinkels auf die Phasendifferenzen der Strahlen 
eines wenig geöffneten Strahlenbündels weitgehend auszuschalten, wird A so ge- 
wählt, daß 04/09 = 0 wird [d Einfallswinkel]. Für diesen Fall gilt für k gleich- 
artige Totalreflexionen ns Ama =k(4aretgn—n), wobei n die Brechungszahl 


des Prismas bedeutet, in dem die Totalreflexionen erfolgen. Durch Gleichsetzen der 
beiden Beziehungen für die summierten Phasendifferenzen ergibt sich eine trans- 
zendente Gleichung, mit deren Hilfe der Verfasser graphisch eine Reihe von Lösungen 
erhält. Für praktische Zwecke dürften nur die Lösungen für m = 0 von Bedeutung 
sein, weil sie zu einer verhältnismäßig geringen Anzahl von Totalreflexionen führen. 
Durch eine weitere Beziehung ist die Brechungszahl des Prismas mit dem Einfalls- 
winkel des Hauptstrahls des Strahlenbündels verknüpft. Für den Sonderfall einer 
Strahlenablenkung von 90° hat bereits M. Berek, Z. Instrumentenkde. 56, 1—6 
(1936) die möglichen Lösungen angegeben. H. Riesenberg. 


Moser, Josip: Eine Generalisierung der Rayleighschen Theorie des an sehr 
kleinen anisotropen Teilchen zerstreuten Lichtes. Fac. Philos. Univ. Skopje, Sect. 
Sci. natur. Annuaire 7, 87—107 (1954) u. deutsche Zusammenfassg. 108—110 (1955) 
[Mazedonisch ]. 

Die Rayleighsche Theorie der Depolarisation des an sehr kleinen anisotropen 
Teilchen zerstreuten Lichtes wird in der Richtung verallgemeinert, daß der Depolari- 
sationsgrad des zerstreuten Lichtes für jede Beebachtungsrichtung berechnet werden 
kann. Dabei werden die Teilchen als klein gegen die Wellenlänge des Lichtes vor- 
ausgesetzt. Ferner wird die sekundäre Zerstreuung (bereits) vernachlässigt. Die 
Berechnung des Depolarisationsgrades geschieht für linearpolarisiert einfallendes 
Licht mit vertikaler Schwingungsebene sowie mit horizontaler Schwingungsebene, 
ferner für unpolarisiert einfallendes Licht. Die Ergebnisse werden eingehend dis- 
kutiert. Verf. zeigt weiter, daß die von ihm gefundene Formel als Spezialfälle die 
von anderen Autoren (R. S. Krishnan, Vrkljan, Mie) abgeleiteten Ausdrücke 
enthält. — Im letzten Abschnitt behandelt Verf. die physikalische Bedeutung einiger 
Perrinscher Koeffizienten bei der Lichtzerstreuung an kleinen anisotropen Teilchen. 

J. Picht. 


e Grivet, P., avec la collaboration de M. Y. Bernard et A. Septier: Lentilles 
&leetroniques. (Optique Electronique Tome I.) Paris: Bordas 1955. p. 184, 108 Fig. 

In dem vorliegenden ersten Band über Elektronenlinsen des dreibändigen 
Werkes „‚Optique Eleetronique‘‘ (der zweite soll Mikroskope, Beugungsgeräte, Mas- 
sen- und Geschwindigkeitsspektrographen, der dritte Teilchenbeschleuniger behan- 
deln) werden die bekannten Methoden der Berechnung und Messung von Feldver- 
teilungen, Elektronenbahnen, optischen Kardinalelementen und Bildfehlern von 
Elektronenlinsen dargestellt. Außer den zur elektronenoptischen Abbildung ver- 
wandten elektrischen und magnetischen Linsen wird auch in einem Anhang die 
„starke Fokussierung“ in Teilchenbeschleunigen mit alternierendem Feldgradienten 
behandelt. F. Lenz. 

Nicolau, Edmond: Un nouveau systeme differentiel non lineaire 6tudi6 par voie 
öleetronique. Acad. Republ. popul. Romine, Bul. sti., Sect. Sti. mat. fiz. 7, 465 — 
475, russ. u. franz. Zusammenfassg. 474—475 (1955) [Rumänisch]. 

L’A. montre qu’un montage &lectronique permet d’etudier les proprietes du systöme diffe- 
rentiel non lineaire dx/dt = L d?y/di? + Rdyjdt + O7! y, dyjdt = Nz=-NRy-Mf, ou(, 
L, R sont des nombres positifs, N, un nombre qui peut etre positif, nul ou negatif, M, une quan- 
tit6 qui peut &tre infiniment petite ou finie et f est la fonction non lineaire. L’expression de f est 
donnee sous forme implieite, par le systeme d’equations a+=Xg+Xf/+KR yvı-g@+ 
Ra Ve Pla y= yı —g9+a yı — f?Ja?. La methode proposee permet de faire presenter 
sur l’&cran de l’oscillographe catodique les solutions periodiques du systeme, pour les cas faible- 
ment lineaires autant que pour les cas non lineaires accentues. Aus der französ. Zusammenfassg. 
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Podolsky, Boris and Harry Denman: A derivation of generalized macroscopie 
eleetrodynamic equations. J. Math. Phys. 34, 198 — 207 (1955). En 

Bei der hier gegebenen Herleitung der Maxwellschen Gleichungen für ein be- 
liebiges materielles Medium aus den Lorentzschen Gleichungen der Elektronentheorie 
legen die Verff. besonderen Wert auf die Berücksichtigung der höheren elektrischen 
und magnetischen Momente. Die Definition der mikroskopischen und vor allem der 
makroskopischen Größen bedürfte noch einer detaillierten Behandlung (vgl. etwa 
F. Sauter, dies. Zbl. 32, 140). Die Resultate stimmen mit denen von Mazur und 
Nijboer (dies. Zbl. 51, 430) überein. F. Penslin. 

Bellomo, E.: Sul moto di un elettrone finito e la corrispondenza con l’elettrone 
puntiforme nella meccanica classica relativistica. Nuovo Cimento, X. Ser. 2, 456—466 
1955). 
" Verallgemeinerung der bekannten Arbeit von Dirac (dies. Zbl. 23, 427) 
wird ein im Bornschen Sinne starres Elektron von endlicher Ausdehnung studiert. 
In Abwesenheit äußerer Kräfte läßt sich die Bewegungsgleichung auf die Integral- 
form 


my yrTtdede di 6 y—y*)) 

bringen (Bezeichnungen wie bei Dirac; de ist das Element der Ladung; v‘ bedeutet 
die zu ® senkrechte Komponente). Man erhält (für k=1,2,3) Lösungen der 
Form v* — gt es cos (Ps + p*), wobei s die Weltlinie, g* und @%* Konstanten be- 
deuten. & und ß sind durch transzendente Gleichungen gegeben und können positiv 
und negativ sein. Instabilität der Bewegung (x > 0) tritt ein, grob gesprochen, 
wenn das Elektron kleiner ist als sein klassischer Radius. Die Diskussion geht dann 
auf Einzelheiten, besonders in bezug auf die Erhaltungssätze, ein. W. Wessel. 


Quantentheorie: 


o Lande, Alfred: Foundations of quantum theory: a study in continuity and 
symmetry. New Haven, Conn.: Yale University Press; London: Oxford University 
Press 1955. VIIL 1069..343 9828. 

Deduction des principaux traits du formalisme quantique & partir d’axiomes 
tres generaux et abstraits. Les exemples les plus interessants semblent ceux bases 
sur un argument thermodynamique, comme l’introduction du formalisme de l’espace 
hilbertien en reponse au paradoxe de Gibbs, ou l’explicitation de la relation entre le 
principe de Nernst et les deux statistiques quantiques. Au total, ce petit livre tres 
lueide d’un auteur &minent amene A repenser bien des choses connues sous un jour 
nouvean. O. Costa de Beauregard. 

Omnes, Roland: Le principe de Feynman en me6canique quantique non rela- 
tiviste. C. r. Acad. Sci., Paris 240, 497—499 (1955). 

Verf. skizziert einen Beweis für das Prinzip von Feynman [Reviews of modern 
Phys. 20, 367 (1948)] in besonders einfachen Fällen. Der Kernpunkt ist die Kon- 
struktion eines Maßes im Raum der zu betrachtenden Verbindungswege der inter- 
essierenden Endpunkte. F. Penzlin. 


Ayant, Y.: Fonction de eorrelation d’une variable quantique. J. Phys. Radium 
16, 411—416 (1955). 

Formalisme hamiltonien de la theorie des quanta, avec un hamiltonien constant. 
Introduction d’une analogue de la ‚„‚fonction de correlation“ et d’autres notions du 
calcul general des probabilites. Applications & la theorie des raies spectrales et & la 
resonance magnetique nucleaire dans les liquides. O. Costa de Beauregard. 

Kilmister, €. W.: The analysis of observations. II. Quart. J. Math., Oxford 
II. Ser. 6, 161—172 (1955). 

(For part I see Bastin and Kilmister, this Zbl. 46, 209.) The author gives a 
formal discussion of various ideas intended to clarify Eddington’s work on wave- 
tensor calculus. A.H. Taub (M.R.17, 558). 
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Bopp, Fritz: Einfaches Beispiel aus der stochastischen Quantenmechanik. 
Z. Phys. 143, 233—238 (1955). 

Exemple d’un processus stochastique au sens classique qui, bien que non ri- 
goureusement Equivalent A un processus quantique, on differe cependant si peu quant 
aux consequences que l’experience ne pourrait pas trancher. Ces raisonnements 
contiennent implicitement une demonstration nouvelle du theoreme de Von Neumann. 

O. Costa de Beauregard. 

Knapecz, G.: Eine Entlinearisierung der Quantenmechanik. Z. Phys. 141, 
525—539 (1955). 

Der Verf. versucht, eine nichtlineare Quantentheorie zu formulieren. Z. B. 
werden der Zustandsvektor y, die Orts-, Zeit- und Viererimpulsoperatoren durch 
nichtlineare Operatoren ersetzt. Dem Ref. ist — neben vielem anderen — nicht klar, 
was ein Operator ‚„Zeit‘‘, der nicht mit allen anderen Operatoren vertauschbar ist, 
bedeuten soll. H. Kümmel. 

Borneas, M.: Sur quelques domaines d’applicabilit& des polyoperateurs. Acad. 
Republ. popul Romine, Baza Cerc. sti. Timisoara, Studii Cere. sti., Ser. I 2, 45—49 
u. russ. 49 u. franz. Zusammenfassg. 50 (1955) [Rumänisch]. 

By renaming ‚polyoperator‘‘ what is usually known as an operator matrix 
(i. e. a matrix, the elements of which dre operators) the author claims to have found 
a new toolin Quantum Mechanics, which ‚‚obviates the necessity of matrix multipli- 
cation“. The eigenvalue problem is reformulated in terms of „‚polyoperators“. The 
author also claims that the method allows one ‚‚to eliminate reasoning on the wave 
function“. This is exemplified in the deduction of the Pauli equation from the 
Dirac equation, which is by no means simpler than other derivations. — The trans- 
lation of the summary into russian is of very bad qualility and renders it almost 
unintelligible. For further remarks cf. review below. M. E. Mayer. 

Borneas, M. et I. Kremmer: Au sujet de l’utilisation des polyop6rateurs. Acad. 
Republ. popul. Romine, Baza Cerc. sti. Timisoara, Studii Cerc. sti., Ser. I 2, 51—57, 
russ. u. franz. Zusammenfassg. 57—58 (1955) [Rumänisch]. 

As a sequel to a paper reviewed above the authors write the Schrödinger equa- 
tions of motion in „polyoperator‘‘ form, associating to each observable a certain 
„polyoperator“. This „method‘ is then applied to the derivation of the Dirac and 
Pauli equations and to the determination of the energy levels of an electron in an 
external magnetic field. Some similarities with Moisil’s method of operator matrices 
are noted. — In the reviewers opinion the introduction of „‚polyoperators‘‘ is quite 
trivial and yields no new results, and the two reviewed papers show that the authors 
seem not to have correctly understood the meaning of states and observables in 
Quantum Mechanics, as well as the connection between operators and their various 
representations. M. E. Mayer. 

Krölikowski, W. and J. Rzewuski: Co-variant one-time formulation of the 
many-body problem in the quantum theory. Bull. Acad. Polon. Sci., Cl. III 3, 353 — 
359 (1955). 

The authors present a new approach to the bound state problem by transfor- 
ming four-dimensional into three-dimensional integro-differential equations. This 
is possible owing to an equivalence theorem of Rzewuski. The many-time viewpoint 
is reduced to a one-time viewpoint relating the values of the field functions to points 
situated on the same space-like surface. Then, the equations may be solved by 
means of stationary perturbation methods. J. Rayskı. 

Falk, Gottfried: Zur Quantenmechanik des Mehrkörperproblems. Z. Phys. 142, 
2397—309 (1955). 

Der Verf. entwickelt (vgl. dies. Zbl. 51, 204) auf rein algebraischer Grundlage die 
Quantenmechanik des Mehrkörperproblems. Er beginnt mit der Einführung des 
physikalischen Größenbereiches: Dieser wird primär charakterisiert z. B. als der 
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von den Größen (p,, q,) erzeugte „Heisenbergring“. Der Zustandsraum ist die Ge- 
samtheit der Homomorphismen eines bestimmten kommutativen Ringes auf dem 
Körper der komplexen Zahlen. Auf dieser Basis kann man die Ergebnisse der Dar- 
stellungstheorie reproduzieren. Verf. beweist ferner den Satz von Ehrenfest- 
Oppenheimer (den man natürlich auch leicht darstellungstheoretisch gewinnt). 
H. Kümmel. 

Werle, J.: Singular potentials in relativistie equations of motion. Acta phys. 
Polon. 14, 233—249 (1955). 

La classique approximation non-relativiste des &@quations du mouvement 
devient tres mauvaise au voisinage d’une singularit6 du champ regnant. L’A. definit 
une nouvelle approximation non-relativiste affranchie des restrietions v<c et 
g®|<c*m et qui, dans le cas statique, suppose simplement le/ee m| < 1; ill’applique 
successivement & l’approximation g6ome6trique, & l’&quation de Gordon, ä& celle de 
Dirac, avec divers potentiels regnants. Il apparait ainsi des „‚potentiels equivalents“ 
decrivant sous forme prerelativiste des effets d’origine purement relativiste, directe- 
ment lies aux lois de transformation ein&matiques, avec des consequences telles que 
rotation du perihelie ete..., ou apparition d’une r&pulsion & courte distance dans 
les cas scalaire et pseudoscalaire. Cette theorie est surtout destinee & la physique 
nucleaire, et il faut louer l’elegance et la clart& de sa presentation. 

O. Costa de Beauregard. 

Potier, Robert: Sur les produits scalaires de fonetions d’ondes et les integrales 
de Fourier r&eiproques, en me&canique ondulatoire relativiste. S&minaire de the&ories 
physique 24, Nr, 16, 10 p. (1955). 

V.ce Zbl. 66, 225. 

Case, K. M.: Biquadratie spinor identities. Phys. Review, II. Ser. 97, 810—823 
(1955). 

Die im Titel genannten Identitäten sind quadratische Ausdrücke in Tensor- 
größen, die ihrerseits aus zwei Spinoren im R, aufgebaut sind. Klassische Fälle für 
das Dirac-Elektron sind altbekannt. Nach einer ausführlichen Rekapitulierung der 
klassischen Resultate von Brauer und Weyl (dies. Zbl. 11, 244) über Spinoren 
im R, gewinnt Verf. alle skalaren und für gerade Dimension auch alle pseudoskalaren 
Identitäten und gibt den Weg an, um allgemeinere Tensoridentitäten zu erhalten. 
Die Herleitung geschieht durch geschickte, gleichwohl noch komplizierte Ausrechnung, 
der offensichtlich invariantentheoretische Hintergrund der Identitäten wird nicht 
aufgehellt. F. L. Bauer. 

Vrkljan, Vladimir S.: Ist die Diracsche Linearisation die einzige? III. Österr. 
Akad. Wiss.. mathb.-naturw. Kl., Anzeiger 1955, 215—219 (1955). 

Fortsetzung trüherer Mitteilungen desselben Verf. zum gleichen Thema (vgl. 
dies. Zbl. 57, 205; 51, 206). F. Pengzlin. 

Geheniau, J.: Divers types de corpuscules &leetris6es de spin un. Acad. Roy. 
‚Belgique, Bull. Cl. Sci. V. Ser. 41, 875—883 (1955). 

Es werden verschiedene Gleichungen zusammengestellt, die ein geladenes Teil- 
chen mit dem Spin 1 beschreiben. Es handelt sich um das bekannte Procafeld 
(Proca: dies. Zbl. 15, 44), die Theorie von J. M. Whittaker [Proc. Roy. Soc. 
London, A 121, 543—557 (1928)] und die Theorie von H. Donnert (dies. Zbl. 55, 
215). Der Zusammenhang der beiden zuletzt genannten Theorien wird untersucht. 

F. Penalin. 

Lehmann, H., K. Symanzik und W. Zimmermann: Zur Formulierung quanti- 
sierter Feldtheorien. Nuovo Cimento, X. Ser. 1, 205—225 (1955). 

Mit der vorliegenden Arbeit beginnen die Verff. eine vielversprechende Neu- 
formulierung der Quantenfeldtheorie. Es ist dabei ihr Hauptbestreben, eine solche 
Formulierung zu geben, daß (zumindestens in die Grundgleichungen der Theorie) 
keine divergenten Größen eingehen. Dann ist natürlich auch eine Renormierung, 
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die doch wohl immer etwas unbefriedigend ist, nicht mehr nötig. Die hier benutzten 
Feldfunktionen entsprechen den renormierten Funktionen der üblichen Formulierung. 
Daneben spielen die von Yang und Feldman eingeführten ein- und auslaufenden 
Felder eine beherrschende Rolle. Als Grundpostulate kommen natürlich nur solche 
in Frage, die in der üblichen Formulierung (mit den renormierten Feldfunktionen) 
keine Renormierungskonstanten enthalten. Die Feldgleichungen scheiden so von 
vornherein aus, nicht dagegen die Vertauschungsrelationen. In der Form: ‚,‚die 
Feldgrößen in raumartig zueinander liegenden Punkten sind miteinander vertausch- 
bar‘‘ werden sie hier eingeführt und als „Kausalitätspostulat‘“ bezeichnet. Neben 
der relativistischen Invarianz wird noch die von R. Haag [Danske Vid. Selsk., 
mat.-fys. Medd. 29, Nr. 12 (1955)] eingeführte ‚„Asymptotenbedingung‘‘ gefordert, 
die besagt, daß die Feldoperatoren asymptotisch für große positive bzw. negative 
Werte der Zeit gegen die Operatoren der aus- bzw. einlaufenden Felder konver- 
gieren. Ferner wird die Existenz eines Vakuumzustandes postuliert. Schließlich 
wird noch vorausgesetzt, daß keine gebundenen Zustände existieren. Der wechsel- 
wirkungsfreie Teil der für die übliche Formulierung grundlegenden Lagrangefunktion 
(d.h. der Typ des betrachteten Feldes) findet hier seinen Ausdruck in der Form 
der Ausbreitungsfunktionen des ein- bzw. des auslaufenden Feldes. Damit können 
die Verff. dann ein (unendliches) Gleichungssystem für die Vakuumerwartungswerte 
zeitgeordneter Produkte von Feldoperatoren, auf die sich, wie die Verff. zeigen, 
alle anderen Erwartungswerte reduzieren lassen, aufstellen und diskutieren. Dieses 
Gleichungssystem hat im allgemeinen noch mehrere Lösungen, die, wie die Verft. 
andeuten, den verschiedenen Kopplungstypen der üblichen Formulierung entsprechen. 
Die eindeutige Festlegung könnte z. B. durch Vorgabe des asymptotischen Verhaltens 
für große Zeiten geschehen. Eine kompaktere Schreibweise für die angegebenen 
Entwicklungen wird im Anhang mit Hilfe funktionaler Formulierungen gegeben. In 
der vorliegenden Arbeit werden die Entwicklungen explizit nur am neutralen 
skalaren Mesonfeld vorgeführt, doch dürfte die Übertragung auf andere Felder keine 
prinzipiellen Schwierigkeiten mehr bereiten. F. Penzlin. 

Yoshimura, Tetz: On the eonsisteney of the quantum field theory based on the 
_renormalization hypothesis. Progress theor. Phys. 13, 220—222 (1955). 

Versuch, aus allgemeinen Eigenschaften der Einteilchenfunktionen Aussagen 
über das asymptotische Verhalten des Vertexoperators (für große Impulse) herzu- 
leiten. Die Resultate sind — nach Ansicht des Ref. — zweifelhaft, da auf die mög- 
liche Divergenz von Renormierungskonstanten nicht genauer eingegangen wird. 

H. Lehmann. 

Yoshimura, Tetz: A remark on the interaction of the second kind. Progress 
theor. Phys. 13, 336—338 (1955). 

Polkinghorne, J. C.: Temporally ordered graphs and bound state equations. 
Proc. Cambridge philos. Soc. 51, 762—765 (1955). 

Bei der Auflösung der Bethe-Salpeter-Gleichung nach dem Vorgange von Levy 
und Klein wird man auf eine dreidimensionale Integralgleichung geführt. Verf. 
zeigt nun, daß man den Kern dieses Integraloperators in jeder störungstheoretischen 
Näherung mit Hilfe der von ihm eingeführten „zeitlich geordneten Graphen“ (dies. 
Zbl. 64, 220) relativ einfach gewinnen kann. Eine analoge Vereinfachung ergibt sich 
auch bei der Berechnung des Integralkernes in der Methode von Tamm und Dancoff 

F. Penalin. 

Caianiello, E. R.: Perturbative expansions. Nuovo Cimento, x. Ser.2, 155 
159 (1955). 

Ile : früherer Arbeiten [dies. Zbl. 53, 171; ibid., IX. Ser. 11, 
492 —529 (1954)] gibt Verf. in vorliegender kurzer Mitteilung einen „Katalog“ 


über verschiedene formale Entwicklungen, die sich mit seiner Methode ableiten 


lassen. @. Källen. 
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Nishijima, Kazuhiko: Many-body problem in quantum field theory. III. Pro- 
oress theor. Phys. 13, 305—328 (1955). 
ee früherer Arbeiten des Verf. (dies. Zbl. 52, 447; 57, 212). Nach einer 
Zusammenstellung und formalen Vereinfachung der früheren Ergebnisse behandelt 
der Verf. besonders das Zwei-Teilchen-Problem (für skalare Mesonen in Wechsel- 
wirkung mit skalaren Photonen). Er gibt eine Herleitung der von Wick gefundenen 
Lösung der Bethe-Salpeter-Gleichung (in der „Leiternäherung‘‘). Dann gelingt es 
ihm (und das ist die entscheidende Leistung), diese Lösung zu normieren. Er fordert 
dafür: Die Ladung q muß den Wert ‚‚Zwei“ annehmen und in der Energiedarstellung 
(Zustände s) diagonal sein: (s’|g| s) = [ei W|s) dı = 29%. Es gelingt ihm, 
die Stromdichte j, durch die Lösung g (1,2) der Bethe-Salpeter-Gleichung auszu- 
drücken ((s’ |j,| s) erscheint als ein Integral über g und 0/0%, 9). Die Normierungs- 
konstante wird: Ü = y2 en (en) ar (I 7°), Zumie f —= Kopplungskonstante, 
n = M/2u (M = Ruhemasse des zusammengesetzten Teilchens, u = Ruhemasse 
der Mesonen). Mit dem normierten g kann man dann physikalische Fragen beant- 
worten, weil die Wahrscheinlichkeiten mitnormiert sind: Z.B. kann man den 
Wirkungsquerschnitt für den Zerfall des gebundenen Teilchens durch Photonbe- 
schuß und die Streuung am Coulomb-Potential berechnen. H. Kümmel. 

Romän, P.: Quantelung des elektromagnetischen Feldes in einer neuartigen 
Darstellung. Acta phys. Acad. Sci. Hungar. 4, 209—218 (1955). 

Une presentation elegante et originale de la quantification du champ electro- 
magnetique. O. Costa de Beauregard. 

Klepikov, N. P.: Lösung des Gleichungssystems für das Vakuumfunktional. 
Doklady Akad. Nauk SSSR 100, 1057—1059 (1955) [Russisch ]. 

Es wird das Gleichungssystem angegeben, dem das Funktional @, des Vakuums 
der in Wechselwirkung stehenden Elektron-Positron-Paare und des elektromagneti- 
schen Feldes genügt. Die Möglichkeit der Zerlegung von G@, nach den negativen 
Potenzen von e wird untersucht. Weiter wird eine Lösung in Form eines Funktional- 
integrals mit linearer Abhängigkeit von allen drei Quellen (Feldern) angegeben. 
Die Integration wird so ausgeführt, daß die unter dem Integralzeichen stehende 
Funktion an den Grenzen verschwindet. Die Funktionale @(z, x’) und An (2) 
werden explizit angegeben; sie lösen die Schwingerschen Gleichungen. Ein in den 
Gleichungen auftretendes Funktional erweist sich als die Greensche Funktion für 
ein Elektron in einem vorgegebenen äußeren elektromagnetischen Feld. Für diese 
Funktion und das ‚„zugeordnete‘‘ Funktional kann eine Lösung in Form von Reihen 
nach Potenzen von e angegeben werden; eine dieser Reihen enthält ein divergentes 
Glied. Die Möglichkeiten der Darstellung der Lösung des Gleichungssystems für 
vereinfachte Vakuumfunktionale in geschlossener endlicher Form werden, wie Verf. 
ankündigt, noch weiter untersucht werden. Es wird auch auf eine analoge mesonen- 
theoretische Arbeit [Doklady Akad. Nauk, n. Ser. 98, 47 (1954)] verwiesen. 


F. Cap. 

Flügge, S.: Theoretische Behandlung von Problemen der Mesonenphysik. Er- 
gebn. exakt. Naturw. 28, 145—231 (1955). 

Nach den Vorbemerkungen des Verf. ist der Artikel aus Vorlesungen entstanden, 
deren Hauptanliegen es war „die Kluft zwischen dem experimentierenden und dem 
rechnenden Physiker zu überbrücken“. Bei dem Bemühen um eine didaktisch 
optimale Darstellung ist allerdings der Gesichtspunkt der Aktualität in den Hinter- 
grund getreten. So wurde methodisch ausschließlich die Störungstheorie verwendet, 
obgleich es im Jahr 1953 allgemein offenbar wurde, daß auf diesem Weg in der 
r-Mesonenphysik nicht einmal qualitativ zuverlässige Aussagen zu erhoffen sind. 
Entscheidende experimentelle Ergebnisse aus den Jahren 1952 —54 und theoretische 
Versuche zu ihrer Deutung bleiben unerwähnt. So ist das Gesamtbild der Situation 
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der Mesonenphysik, das die Lektüre des Artikels vermittelt, wesentlich verschieden 
von unserem heutigen Bild. Eine Ausnahme bildet der Paragraph über u-Mesonen- 
prozesse. R. Haag. 

Källen, G. and W. Pauli: On the mathematical structure of T. D. Lee’s model 
of a renormalizable field theory. Danske Vid. Selsk., mat.-fys. Medd. 30, Nr. 7,23 8. 
(1955). 

Die Arbeit gibt eine sorgfältige Analyse des Leeschen Modells. Um durchweg 
mit endlichen Ausdrücken operieren zu können, benutzen die Verff. eine Abschneide- 
funktion, die die Wechselwirkung bei hohen Energien ausschaltet. Sie zeigen: 
Solange die unrenormierte Kopplungskonstante g, reell ist, kann die effektive Kopp- 
lungskonstante g einen kritischen Wert nicht überschreiten. Dieser Wert geht gegen 
Null, wenn die Abschneide-Energie gegen © geht. Der Fall eines imaginären g,, 
der von Lee ins Auge gefaßt wurde, führt zu physikalisch unsinnigen Konsequenzen. 
Es tritt ein „Geisterzustand“ in der Theorie auf derart, daß die Übergangswahr- 
scheinlichkeiten in diesen Zustand negativ werden. R. Haag. 

Heber, G.: Zu Tomonagas Methode der Behandlung mittelstark gekoppelter 
Felder. Ann. der Physik, VI. F. 15, 157—173 (1955). 

Verf. wendet die Tomonagasche Methode zur Behandlung der mittelstarken 
Kopplung auf ein skalares reelles Feld mit festen ruhenden und bewegten Quellen 
bzw. mit quantisierten Quellen an. Die Selbstenergie der Quellen ist endlich, jedoch 
proportional 1/V/ (V = Normierungsvolumen), wenn das Quellteilchen festen 
Impuls hat. [Berichtigung zu dieser Arbeit in Ann. Phys. 16, 192 (1955).] 

H. Kümmel. 

Heber, G.: Zu Tomonagas Methode der Behandlung mittelstark gekoppelter 
Felder. Methodische Studien. II. Ann. der Physik, VI.F. 15, 174—177 (1955). 

Die in der vorhergehenden Arbeit (s. vorstehendes Referat) vorgefundene 
1/V-Abhängigkeit verschwindet, wenn V groß ist und die Quellteilchen über einen 
endlichen Impulsbereich verteilt sind. H. Kümmel. 

Miyazawa, Hironari: Feynman amplitudes and strong-coupling pion theory. 
Phys. Review, II. Ser. 99, 944—956 (1955). 

Unter Verwendung der Gell-Mann-Goldbergerschen Feynmanamplituden und 


Vernachlässigung geschlossener Nukleonenschleifen untersucht Verf. die Meson- 
_ Nukleon-Wechselwirkung. Die (bisher unveröffentlichte) Integralgleichung von 


Gell-Mann und Goldberger wird für neutrale PS-PS-Kopplung abgeleitet und 
dann in der Näherung der starken Kopplung gelöst. Mit Hilfe einer Foldyschen 


_ Transformation wird der Hamiltonoperator auf eine Form gebracht, in der Terme, 
_ die die Kopplungskonstante im Nenner enthalten, vorkommen, wie auch Terme, die 


einer PS-PV- und Paar-Wechselwirkung entsprechen. Letzterer wird für große 
Kopplungskonstanten klein (Paarunterdrückung). Die ladungssymmetrische Theorie 
wird auf ähnliche Weise behandelt und führt u. a. zu dem der Erfahrung widerspre- 
chenden Resultat, daß eine starke, von Spin und Isospin unabhängige, P-Streu- 
ung stattfindet. Daraus schließt Verf., daß die Kopplung nicht sehr stark sein kann. 
Ferner ergeben sich Isobarzustände mit einer Masse, die kleiner ist als die Nukleonen- 
masse. Die S-Streuung von z-Mesonen wird in einer zwei-Mesonen-Tamm-Dancoff- 
Näherung behandelt und ergibt Phasenverschiebungen, welche vom Isospin 
unabhängig sind. Eine Berechnung der magnetischen Momente ergibt auch Ab- 
weichungen vom experimentellen Wert und zeigt, daß die Kopplung stark ist. Im 
Anhang wird die Tomonagasche Näherung (Darstellung der Feynmanamplituden als 
Produkt von Einteilchenamplituden) behandelt, und Lösungen in den Grenzfällen 
schwacher und starker Kopplung angegeben. M. E. Mayer. 

Tani, Smio and Wataro Watari: Conneetion of the strong coupling theory with 
the weak coupling theory in the bound meson problem. The symmetrical scalar theory. 
Progress theor. Phys. 14, 243—259 (1955). 
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Für den Fall einer symmetrischen skalaren Kopplung wird das Problem gebun- 
dener Mesonen mit Hilfe von unitären Transformationen vom Foldyschen Typ be- 
handelt. Das Verhalten der verschiedenen Teile des transformierten Hamilton- 
operators wird für kleine und große Werte der Kopplungskonstanten qualitativ unter- 
sucht und es wird auf einige Schwierigkeiten der quantitativen Behandlung hinge- 
wiesen. M. E. Mayer. 

Kalitzin, Nikola St.: Über die fünfdimensionale Kerntheorie und eine neue 
Lösung der Dipolsehwierigkeit. C. r. Acad. Bulgare Sci. 7, Nr. 3, 1—4 u. deutsche 
Zusammenfassg. 4 (1955) [Russisch]. 

Die für ein vektorielles Mesonfeld im fünfdimensionalen Raum abgeleiteten Gleichungen 
werden zur Berechnung des Potentials der Kernkräfte benutzt. Durch Wahl der Konstanten 
wird das Dipolpotential 1/r? eliminiert. Die Wechselwirkung zweier Nukleonen ist invariant 
gegenüber Spiegelung des Koordinatensystems und Nukleonenvertauschung. 

Autoreferat. 

Kalos, M. H. and R.H. Dalitz: Pion-nucleon scattering calculations in the 
Tamm-Dancoff theory. Phys. Review, II. Ser. 100, 1515—1522 (1955). 

Die Arbeit enthält die Resultate einer numerischen Integration der Tamm- 
Dancoff-Integralgleichung niedrigster Näherung für den Fall der Meson-Nukleon- 
Streuung. Sie bringt damit eine gegen frühere Arbeiten (Dyson et al., dies. Zbl. 
57, 218) verbesserte Behandlung dieser Gleichung. Das hauptsächliche Resultat der 
Verff. ist, daß mit einer Kopplungskonstanten @?/4rx = 15,5 die Streuung im 
(3/2, 3/2)-Zustand bis zu Energien von 300 MeV — also einschließlich der Resonanz — 
gut wiedergegeben wird. H. Lehmann. 

Bosco, B. and R. Stroffolini: A field theoretical model for S-wave pion-nucleon 
seattering. Nuovo Cimento, X. Ser. 2, 433—442 (1955). 

Verff. untersuchen das Problem der Nukleon-Antinukleonenwolke, die das 
zı-Meson umgibt, welche die S-Streuung von x-Mesonen an Nukleonen hervorruft, 
indem sie in der Entwicklung des ladungssymmetrischen PS-PS-Hamiltonoperators 
nach Emissions- und Absorptionsoperatoren nur diejenigen Terme beibehalten, die 


den Prozeß zZ N + N beschreiben. Ein ‚„Cut-off“ für Impulse von der Ordnung 
der Nukleonenmasse wird eingeführt und die Kopplungskonstante und Mesonen- 
masse entsprechend renormiert, so daß die kinetische Energie des Mesons derjenigen 
eines Teilchens der experimentellen Masse gleich wird. Die S-Streuung von x-Meso- 
nen an Nukleonen unter Vernachlässigung des Nukleonenrückstoßes führt mit Hilfe 
einer Tamm-Dancoff-Näherung auf ein Paar von linearen Integralgleichungen für 
die zwei Streuamplituden, die den Eigenwerten 4 und , des Isotopenspins entspre- 
chen. Die Integralgleichungen führen mit Hilfe der Schmidtschen Methode zu 
Phasenverschiebungen, deren Vorzeichen mit den Erfahrungstatsachen überein- 
stimmen, und welche von der renormierten Kopplungskonstanten und vom Cut-off 
unabhängig sind. Verff. unterstreichen, daß die Nukleonen-Antinukleonenwolke 
viel schwächer an’s rz-Meson gekoppelt ist als die Mesonenwolke an’s Nukleon, und 
daß bei kleinen Energien die S-Streuung hauptsächlich der Erzeugung eines einzigen 
virtuellen Nukleonen-Antinukleonenpaares zuzuschreiben ist. M. E. Mayer. 
Cap, Ferdinand: Derivation of the value of the coupling constant g from the 
rest energy of the nucleon. Progress theor. Phys. 13, 62—-68 (1955) 
A non-linear meson theory leading to a static potential without singularity 
is investigated. For large distances the static central-symmetric solution goes over 
into the Yukawa potential. By equating the energy of this solution to the nucleon 
rest energy the coupling constant g is determined. Its order of magnitude agrees 
with the usually assumed. A dipol solution of the same non-linear field is inter- 
preted as deuteron. The binding energy and other data on deuteron computed from 
this model are of reasonable magnitude. J. Rayski. 
Komatsuzawa, Akira, Yasuo Munakata and Hiroichi Hasegawa: Double meson 


ee in the intermediate-coupling theory. 1. Progress theor. Phys. 14, 65 — 74 
1955, 
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Im Rahmen der ‚Intermediate-coupling“-Theorie von Tomonaga behandeln 
Verff. die Erzeugung von skalaren geladenen Mesonen in Meson-Nukleon-Zusammen- 
stößen. Im Anschluß an eine frühere Arbeit von Maki, Sato und Tomonaga 
(dies. Zbl. 53, 171) leiten Verff. die Amplituden für die Prozesse = +p> m + p 
a +p>nm+n"+n ab, und geben die entsprechenden Wirkungsquerschnitte 
als Funktionen des Cut-off an. Es werden Bedingungen für die Nichtexistenz eines 
stabilen Nukleonenisobars angegeben. Im Anhang werden die Integralgleichungen 
für die Streuamplituden abgeleitet. M. B. Mayer. 

Battig, A.: Neutrale und geladene Hyperonen. Univ. nac. Tucuman, Publ. 
707 (Inst. Fis. Mat. Nr. 33), 60 p. (1955) [Spanisch]. 


Bau der Materie: 


Theis, W. R.: Zur Begründung der Thomas-Fermischen statistischen Theorie. 
Z. Phys. 142, 503—510 (1955). 

Für den Fall von N Fermionen der Masse m in einem Potentialfeld werden die 
vollständigen exakten Gleichungen für den Grundzustand dieses Systems im Phasen- 
raum angegeben. Vonihnen aus ist an eine Verbesserung der Thomas-Fermischen Theo- 
rie zu denken, in der zur Zeit der Koeffizient des Korrekturgliedes noch je nach vor- 
liegendem System verschiedene Zahlenwerte erhält. Am Beispiel des linearen, 
harmonischen Oszillators wird für die Teilchenzahl 5 und 10 die exakte Lösung obiger 

$leichung mit dem Thomas-Fermischen Ansatz verglichen, der den groben Verlauf 
der exakten Funktion liefert. H. Preuss. 

Dubois, Jacques Emile et Josef Barthel: Caleul du champ de r6action d’une 
mol6cule dipolaire entouree d’ions. ©. r. Acad. Sci., Paris 241, 1460—1462 (1955). 

Das Reaktionsfeld eines als kugelförmig vorausgesetzten Dipolmoleküls in 
einem Dielektrikum, welches von punktförmigen Ionen umgeben ist, wird mit Hilfe 

einer Entwicklung des Potentials nach Kugelfunktionen berechnet. Die Gültigkeit 
der Poisson-Gleichung wird angenommen. H. Falkenhagen-G. Kelbg. 

Ishiguro, Eiichi, Tadashi Arai, Michiko Sakamoto and Kazuo Takayanagi: 
Tables useful for the caleulation of the molecular integrals. VIII. Natur. Sci. Rep. 
Ochanomizu Univ. 6, 157—181 (1955). 

[Teil VII, ibid. 5, 197—212 (1955).] Die Formeln für die Coulomb- und 
Ionenintegrale der K- und L-Schale werden mit Hilfe von Grundintegralen ange- 
geben. Es werden in den verwendeten Slaterfunktionen für die 1s-Funktion, sowie 
für alle Funktionen der L-Schale gemeinsam, je eine Abschirmzahl verwendet. 

H. Preuss. 

Bartlett, James H.: Helium wave equation. Phys. Review, II. Ser. 98, 1067 — 
1070 (1955). 

Mit Hilfe des Differenzenverfahrens wird die Schrödingergleichung des Helium- 
atoms behandelt und führte auf 30 Gleichungen mit 30 Unbekannten, die 11 mal 
durchgeführt wurden. Die Rechnungen wurden mit Hilfe der ILLIAC ausgeführt. 
Die Arbeit enthält unter anderem die Ergebnisse als Tabellen. Zur Kontrolle, wie 
gut die Lösungen die Differentialgleichungen befriedigen, wurden die lokalen Ener- 
giewerte Eye = Hyjy berechnet, die bei der wirklichen Lösung überall konstant 
gleich E sein sollten; auch diese Ergebnisse sind als Tabellen aufgenommen worden. 
Eye schwankt zwischen —1,2822 at. E. und — 1,6065 at. E. bei allen Beispielen. 
In einem Falle, der als beste Näherung zu bezeichnen ist, nur zwischen — 1,429 at. E. 
und — 1,452 at. E. Der wirkliche Wert beträgt — 1,452 at. E. In graphischer Darstell- 
ung wird die Hylleraas-Funktion mit 6 Termen und die des Autors mit Hilfe von 
Ej)e verglichen. H. Preuss. 

Ballinger, R. A. and N. H. March: Molecules with tetrahedral and octahedral 
symmetry. II. Energy caleulations and molecular eonstants for methane, silane and 
germane. Proc. Cambridge philos. Soc. 51, 504—516 (1955). 
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[Teil I, N.H. March, ibid. 48, 665—682 (1952).] Die Moleküle CH,, SiH,, und 
GeH, werden nach der Thomas-Fermi-Näherung behandelt, wobei das Kernpotential 
wegen der hohen Symmetrie der Moleküle durch ein über alle Kerne gemitteltes 
zentrales Potential ersetzt wird. Die Rechnungen werden mit und ohne Austausch 
ausgeführt, wobei sich ergibt, daß der Austauscheffekt bei allen Molekülen beträcht- 
lich ist. Für SiH, wurde noch mit einem Skalenfaktor als Variationsparameter 
gerechnet, der einen merklichen Einfluß hatte. Die gesamten Rechnungen sind als 
Ausgangspunkt für genauere Untersuchungen gedacht. Während die Bindungs- 
abstände und Energien einigermaßen befriedigend herauskommen, weichen die 
Kraftkonstanten beträchtlich nach unten von den gemessenen Werten ab. Im 
letzten Falle ergibt die Mitnahme des Austausches wesentlich größere Konstanten, 
die aber immer noch rund 30—50 %, der wirklichen Werte betragen. Die größten 
Abweichungen werden allgemein beim GeH, erhalten. Die Ergebnisse sind in einer 
Reihe von Diagrammen angegeben. H. Preuss. 


Ballinger, R. A. and N. H. March: Molecules with tetrahedral and octahedral 
symmetry. III. Theoretical basis of the „smoothing approximation“. Proc. Cam- 
bridge philos. Soc. 51, 517—518 (1955). 

Über den Teil II (vgl. vorstehendes Referat) dieser Arbeitsreihe hinausgehend 
wird das Kernfeld über alle Winkel gemittelt (‚smoothing approximation‘“) und die 
beste radiale Dichteverteilung gesucht. Die Verff. behaupten, daß sich für CH,, SiH, 
und GeH, gute radialsymmetrische Näherungsdichten ergeben. Die im Falle des 
CCl, sich ergebende Abweichung wird diskutiert. H. Preuss. 

Mayer, Joseph E.: Eleetron correlation. Phys. Review, II. Ser. 100, 1579 — 
1586 (1955). 

Das Elektronengas einheitlicher Dichte wird behandelt. Im Falle zweier Teil- 
chen werden die Gleichungen für die Dichtematrix diskutiert und es ergibt sich ein 
tieferer Energiewert als mit einer Slaterdeterminante. Die Wechselwirkungsenergie 
ergibt sich als ein Ausdruck, der die Dichten bis zur 6. Potenz enthält. HM. Preuss. 

Amat, Gilbert, Mark Goldsmith and Harald H. Nielsen: Sur le commutateur de 
deux polynomes homogenes. Application au calcul de l’energie de vibration d’une 
molecule polyatomique. J. Phys. Radium 16, 854—860 (1955). 

In der quantenmechanischen Störungsrechnung ergibt sich gelegentlich die 
Notwendigkeit, den Kommutator [4,B] =A B— BA auf schnellem Wege zu 
berechnen, wenn A und B homogene Polynome der generellen Koordinaten q, und 
Impulse p, sind. Ein soleher Kommutator [A, B] tritt z. B. auf bei der Berechnung 
der Schwingungsenergie mehratomiger Moleküle. Verff. geben ein Verfahren an, 
Kommutatoren der genannten Art außerordentlich schnell und einfach zu berechnen. 

E. Hardtwig. 

e Jackson, L. C.: Low temperature physies. (Methuen’s Monographs on Physical 
subjects.) 4th ed., rev. and reset. London: Methuen and Co., Ltd. 1955. VIIT, 
158 p. 33 Fig. 15 Tables. 10s. 6.d. 

Es wird versucht, einen möglichst breiten Überblick über die Physik tiefer 
Temperaturen zu geben. Bei dem kleinen zur Verfügung stehenden Raum (ca. 150 8., 
Postkartenformat) ist es natürlich nicht möglich, auf Einzelheiten näher und tiefer 
einzugehen. Das Buch ist deshalb als Einführung geeignet, oder zur Orientierung 
für Physiker, die nur am Rande mit Tieftemperaturphysik zu tun haben. Inhalt: 
I. Erzeugung tiefer Temperaturen (Gasverflüssigung, adiabatische Entmagnetisie- 
rung, Temperaturen von der Größenordnung 10=6°K). II. Messung tiefer Tempe- 
raturen. III. Flüssiges und festes He (einschließlich He®). IV. Spezifische Wärmen 
(Gase und feste Körper bei tiefen Temperaturen). V. Elektrische Leitfähigkeit 
(Metalle, Legierungen, Halbleiter, die Blochsche Theorie, Supraleitung, thermische 
und magnetische Eigenschaften von Supraleitern). VI. Magnetismus (Ferromagne- 
tismus, Diamagnetismus, Paramagnetismus u. paramagnetische Resonanz, Anti- 
ferromagnetismus, Kernspin-Ausrichtung). W. Brenig. 


447 


Eisenschitz, R.: ,„Virial theorem‘“ for the flow of ener Phys. Review 
II. Ser. 99, 10591061 (1955). u 
Verf. geht davon aus, daß der Mittelwert der von der Wand des Behälters auf 
die Moleküle ausgeübten Kräfte den Spannungen an der Oberfläche das Gleichgewicht 
hält, und daß die mittlere Arbeit dieser Kräfte gleich der Energie ist, welche durch 
die Einheit der Oberfläche pro Zeiteinheit von äußeren Quellen geliefert wird. 
Bedeuten P den Drucktensor und Q den Energiefluß, so führt eine Überlegung zu 
folgenden Gleichungen 
Su, —=-Vr und D1F,: pm = IR. 
ü 7 
Dabei werden P und @ konstant angenommen. Mit F, als äußere und f,, als zwischen- 
molekulare Kräfte lauten die Bewegungsgleichungen der Moleküle ti, = p,/m und 
D,= = fa + F,. Bildet man die zeitliche Ableitung des Ausdrucks A= N r,p, 
ji+#k h j 
und setzt <A) —= 0, so entsteht unter Benutzung der Bewegungsgleichungen der 
Moleküle die bekannte Gleichung für den Drucktensor. Bei der Ableitung der 


Gleichung für den Energiefluß geht der Verf. von der Beziehung aus B= X p}r,/2m 
7 


und findet nach einer entsprechenden Rechnung den folgenden Ausdruck 


Q = (N/2V m?) PP» + (N2/4V m) <[&. + (1; — 1a) Tan) (Ps + Po)>- 


Hierin bedeuten x,, die zwischenmolekularen Potentiale. Diese Formel weicht von 
_ den von Born-Green und Irving-Kirkwood abgeleiteten ab. Weiter zeigt der 
_ Verf., daß die klassischen Resultate ebenfalls in der Quantenmechanik gelten, 


wobei nur die Mittelwerte mit dem statistischen Operator zu berechnen sind. 
H. Falkenhagen-G. Kelbg. 


Katsura, Shigetoshi: Phase transition of Husimi-Temperley model of imperfect 


gas. Progress theor. Phys. 13, 571—586 (1955). 
The Husimi-Temperley model of an imperfect gas is a lattice gas where the 


interaction between particles is independent of their distance, but where one site 
can be occupied by one partiele at most. For this simple model two fundamental 
_ problems of the theory of condensation are investigated. First it is shown that the 


analytic singularity of Mayer’s series expansion in celuster integrals is not the point 
of econdensation but the endpoint of supersaturation. Secondly it is found that the 
isotherms caleulated from the canonical partition function have a metastable part, 
i.e. are of van der Waals type, whereas those obtained from the grand partition 


function have a horizontal part. The bearing of these results, obtained on a special 


model with long range forces, on the more general theories of Mayer, Yang and 
Lee, and Ikeda is discussed. B. R. A. Nijboer. 

Falk, G. und A. Mann: Zum Zähigkeitsverhalten von Ortho- und Para- 
Wasserstoff. Z. Phys. 142, 277—296 (1955). 

Die Zähigkeit von Ortho- und Parawasserstoff scheint der quantenmechanischen 
Theorie von Halpern und Gwathmey [Phys. Rev. 52, 944 (1937)] zu widersprechen. 
Die Verf. zeigen, daß dies auch dann gültig bleibt, wenn diese Rechnung hinsichtlich 
folgender Punkte verbessert wird: 1. wenn man den exakten Ehrenfest-Oppen- 
heimerschen Satz benutzt (s. Verf., dies. Zbl. 66, 439). 2. wenn man eine hinreichende 
Freiheit in der Wahl des Wechselwirkungspotentials zuläßt (es kann z. B. von den 
Zuständen der stoßenden Moleküle abhängen und in der Form variieren). Damit ist 
gesichert, daß das Viskositätsverhalten nicht allein durch quantenmechanische 
Austauscheffekte erklärt werden kann. H. Kümmel. 

Gurevi, A. V.: Die Verteilungsfunktion der Elektronen nach den Geschwindig- 
keiten im veränderlichen elektrischen und konstanten magnetischen Felde. Doklady 


Akad. Nauk SSSR 104, 201-204 (1955) [Russisch]. 
Davydovs für zeitlich unveränderliche elektrische und magnetische Felder 
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gültige Theorie der Geschwindigkeitsverteilung im Plasma [Zurn. eksper. teor. Fiz. 
6, 643 (1936) und 7, 1096 (1937)] wird auf den Fall zeitlich rasch veränderlicher 
elektrischer Felder erweitert. Als rasch veränderlich gilt hierbei ein Feld, dessen 
Frequenz so hoch ist, daß ein Elektron während einer Periode nur einen kleinen 
Bruchteil seiner Energie durch Zusammenstöße mit Molekülen oder Ionen abgeben 
kann. Aus der Verteilungsfunktion der Geschwindigkeiten wird die mittlere Elek- 
tronenenergie und die Komponenten des Leitfähigkeitstensors des Plasmas berechnet. 
In der Umgebung der Gyrofrequenz kommt es zu einer Resonanzerhöhung der 
Elektronenenergie und der Leitfähigkeit. F. Lenz. 

e Loeb, Leonard B.: Basie processes of gaseous electronics. Berkeley: Uni- 
versity of California Press 1955. XVII, 1012 p. $ 13,50. 

Elwert, Gerhard: Berechnung der Matrixelemente des Retardierungsfaktors 
mit Wasserstoffeigenfunktionen. Z. Naturforsch. 10a, 361—365 (1955). 

Wie schon in einer früheren Arbeit des Verf. [Z. Naturforsch 9a, 637 (1954)] 
ausgeführt wurde, ist bei der Berechnung von Wirkungsquerschnitten für Stoßan- 
regung die Größe des verallgemeinerten Matrixelementes 7, (9) — [ ef!” Ynyn dt 
von Bedeutung. Diese Matrixelemente werden jetzt mit Wasserstoffeigenfunktionen 
in parabolischen Koordinaten für einen beliebigen Ausgangs- und Endzustand mit 
Hilfe der Laplace-Transformation berechnet. Anschließend wird das Ergebnis auf 
die Berechnung der Wirkungsquerschnitte für Stoßanregung angewandt. 

Gerhard Müller. 

Poupko, J.-P.: Vitesse du son et forces intermoleculaires dans les melange li- 
quides. Acad. Roy. Belgique, Bull. Cl. Sci., V. Ser. 41, 991—1009 (1955). 

Verf. untersucht die Abhängigkeit der Schallgeschwindigkeit in Flüssigkeits- 
gemischen vom Mischungsgrade, indem er die adiabatische Kompressibilität zunächst 
nach der Zellenmethode und dann mit Hilfe des von J. Prigogine und seinen Mit- 
arbeitern verallgemeinerten Theorems der übereinstimmenden Zustände berechnet. 
Die Wechselwirkung zwischen den Molekülen wird durch ein 6—12-Potential be- 
schrieben. Verf. findet, daß die Exzeß-Kompressibilität proportional dem Exzeßvolu- 
men ist, wobei beide Größen stets dasselbe Vorzeichen haben. Die Exzeßgrößen 
beziehen sich auf die ideale Mischung. H. Falkenhagen-G. Kelbg. 


Buckingham, A. D.: Theoretical studies of the Kerr effect. II. The influence 
of pressure. Proc. phys. Soc., Sect. A 68, 910—919 (1955). 

(Teil I, dies. Zbl. 65, 451.) Verf. gibt eine statistisch-mechanische Theorie der 
Kerr-Konstanten, in der die Wechselwirkung der Moleküle unter sich mitberück- 
sichtigt wird. Bei anisotropen Molekülen ohne permanente Dipolmomente ist 
die Kerr-Konstante unempfindlich gegen Druckänderungen. Dieses gilt aber nur 
falls die Wechselwirkung zwischen den Molekülen richtungsunabhängig ist. Für 
nichtkugelsymmetrische intermolekulare Kräfte wird die Kerrkonstante nach 
Potenzen in der Dichte entwickelt und das Verhalten sowohl für polare als auch un- 
polare Moleküle diskutiert. H. Falkenhagen-G. Kelbg. 


Hermans, J. J. and Hiroshi Fujita: Eleetrophoresis of charged polymer mole- 
eules with partial free drainage. Nederl. Akad. Wet., Proc. Ser. B 58, 182—187 (1955) 

Die Beweglichkeit geladener polymerer Moleküle in Salzlösungen wird im An- 
schluß an die Theorie von Brinkman und Debye-Bueche berechnet. Benutzt 
wird das Modell einer porösen Kugel, in welcher die Dichte der polymeren Segmente 
und damit auch der festen Ladungen konstant ist. Die Beweglichkeit ergibt sich als 
Funktion zweier Parameter ß und o, von denen ß das Verhältnis des Molekül- 
radius zur Dicke der diffusen Doppelschicht und o eine Funktion von Viskosität 
Teilchenradius, Dichte der Segmente und einem Reibungsfaktor sind. Werden die 
Parameter so gewählt, daß der Spezialfall einer festen Kugel entsteht, so kommt die 
bereits von D. ©. Henry abgeleitete Formel heraus. IeR Falkenhagen-G. Kelbg. 
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Rastogi, R. P.: Solid-liquid equilibria in binary and multi-component mixtures. 
Proc. nat. Inst. Sci. India 21, 144—154 (1955). 

Eine thermodynamische Untersuchung des Gleichgewichtes zwischen fester 
und flüssiger Phase wird für ideale, reguläre, athermische und nichtideale Mischungen 
einschließlich hochpolymerer Lösungen durchgeführt. Das System Cl,—Br, wird 
näher untersucht. H. Falkenhagen-@. Kelbg. 

Fuoss, Raymond M. and Lars Onsager: Conductance of strong electrolytes at 
finite delutions. Proc. nat. Acad. Sci. USA 41, 274—283 (1955). 

Verff. untersuchen den Einfluß der Ionengröße a auf die elektrische Leitfähigkeit 
starker Elektrolyte. Ausgehend von der ÖOnsagerschen Kontinuitätsgleichung 
(Onsager und Fuoss, dies. Zbl. 6, 89) und unter Benutzung der Grundlösung für 
den statischen Fall von Debye und Hückel [Phys. Z. 24, 185 (1923)] werden die 
radialen Verteilungsfunktionen ermittelt, indem die folgenden Randbedingungen 
gestellt werden: Mittleres elektrisches Potential und die Normalableitung müssen 
an der Stelle r= a der als kugelförmig angenommenen Ionen stetig ins Innere 
übergehen. Ferner wird gefordert, daß die Normalkomponenten der mittleren 
relativen Ionenflüsse auf der Kugel r =a verschwinden. [Diese Randbedingungen 
wurden auch in der Diss. des Ref. Rostock 1954, bei der Theorie der Leitfähigkeit 
und des Wien-Effektes für symmetrische Elektrolyte benutzt. Siehe auch H. 
Falkenhagen und G. Kelbg, Z. Elektrochem. 58, 653 (1954). Quantitativ ist der 
Unterschied gegenüber Fuoss u. Onsager belanglos.] Mit Hilfe sukzessiver 
Approximation gewinnen die Verff. eine Leitfähigkeitsformel bis zu den linearen 


_ und clog c-Termen in der Konzentration. Vergleiche mit dem Experiment werden 


an den Elektrolyten KCl, NaCl und LiCl durchgeführt bis zu einer Konzentration 


von 0,1 Mol/l. H. Falkenhagen u. @. Kelbg. 


Fujita, Hiroshi and J. J. Hermans: Conductivity of polyeleetrolyte solutions 


when extraneous salt is present. Nederl. Akad. Wet., Proc., Ser. B 58, 188—193 


(1955). 
Unter Benutzung der Resultate der vorstehenden Arbeit (vgl. vorhergeh. 
Referat) wird eine Gleichung für die Leitfähigkeit polyelektrolytischer Lösungen 
abgeleitet. Leitfähigkeitsmessungen bei Anwesenheit von Salz werden angekündigt. 
H. Falkenhagen-@. Kelbg. 


Hoskin, N. E.: The interaction of two identical spherical colloidal particles. 


1, Potential distribution. Philos. Trans. Roy. Soc. London, Ser. A 248, 433 —448 
2(1955). 


Hoskin, N. E. and $. Levine: The interaction of two identical spherical colloidal 
particles. II. The free energy. Philos. Trans. Roy. Soc. London, Ser. A 248, 449 —466 


(1955). 


Shapiro, H. S.: Virial series of the ideal Bose-Einstein gas. Phys. Review, 


II. Ser. 99, 1673—1674 (1955). 

Es wird streng gezeigt, daß für das ideale Bose-Einstein-Gas der Druck als 
Funktion der Dichte nicht eine ganze analytische Funktion ist, d.h. daß die Virial- 
entwicklung (Druck als Potenzreihe in der Dichte) nicht überall konvergiert. Der 
Konvergenzradius wird nicht bestimmt. M. R. Schafroth. 

Kikuchi, Ryouchi: Statistical mechanies of liquid He?. Phys. Review, II. Ser. 
99, 1684—1691 (1955). ir 

Die Zustandssumme für He, wird in ähnlicher Weise angenähert wie bei Feyn- 
man[ibid. 91, 1291—1301 (1953)] für He,, obwohl nicht sicher ist, ob die Argumente, 
die Feynman für ein Bosegas anführt, ohne wesentliche Änderung auf den Fall der 


Fermistatistik übertragen werden können. 
Näherungsmethode, die Verf. (dies. Zbl. 57, 235) 
ausgewertet und die Kernspinsuszeptibilität berechnet. 


Die Zustandssumme wird mit einer 
schon beim He, angewandt hat, 
Es ergibt sich nur Überein- 
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stimmung mit den Messungen, wenn man für die effektive Masse der He,-Atome den 
ziemlich großen Wert von etwa 4 wahren Massen ansetzt. W. Brenig. 

Kaschluhn, F.: Zur Statistik eines Fermi-Dirac-Gases in Wechselwirkung mit 
einem Bose-Einstein-Gas. Ann. der Physik, VI. F. 16, 257—286 (195). 

In this paper the effeet of interaction between a Fermi-Dirac field with a given 
number of particles and a Bose-Einstein field with an indefinite number of particles 
is investigated. The thermodynamic functions are evaluated for this system. The 
mean values for the occupation numbers and for the fluctuations are also obtained, 
and compared with the usual expressions. The formalism which is developed in this 
way is, however, not applied to a specific physical situation. P. T. Landsberg. 

Kaschluhn, F.: Zu einem approximativen Variationsprinzip in der Quanten- 
statistik. Ann. der Physik, VI. F. 16, 304—305 (1955). 

It is pointed out that an approximate variation principle for quantum statisties 
proposed by MacDonald and Richardson (this Zbl. 56, 206) requires the intro- 
duction of certain temperature dependent average energies. But temperature- 
dependent energies, when the usual statistical expression for the entropy is retained, 
can lead to violations of basic thermodynamic identities, as previously pointed out 
by the reviewer. There is a misprint in the appropriate reference, which should 
read Phys. Rev. 95, 643 (1954). P. T. Landsberg. 

Itö, Hiroshi: Remarks on quantum hydrodynamics. Progress, theor. Phys. 
13, 543—554 (1955). 

Verf. diskutiert die Schwierigkeiten bei der Abspaltung des Roton-Terms in 
Zimans Quantenhydrodynamik (dies. Zbl. 51, 227). Er untersucht insbesondere eine 
ideale, inkompresssible Flüssigkeit. @G. Höhler. 

Mikoshiba, Nobuo: Quantum hydrodynamics for a charged non-viscous fluid. 
Progress theor. Phys. 13, 627—628 (1955). 

Die Quantenhydrodynamik für geladene Flüssigkeiten wird entwickelt. Im 
Falle inkompressibler wirbelfreier Bewegung ergibt sich die Londonsche Gleichung 
zwischen Magnetfeld und Stromdichte, d. h. der Meissner-Ochsenfeld-Effekt. Kom- 
pressibilität und Wirbelbewegung wirken dem entgegen. Es wird spekuliert, daß 
daraus die Sprungtemperatur folge. M. R. Schafroth. 

Matsubara, Takeo: Quantum-statistical mechanies of eleetron-phonon system. 
Progress theor. Phys. 13, 628—630 (1955). 

Die Störungstheorie nach einer Wechselwirkung wird für die Quantenstatistik 
in einer Form entwickelt, die die Anwendung der Graphenmethode der Quanten- 
elektrodynamik gestattet. M. R. Schafroth. 

Matsubara, Takeo: A general theory of Meissner effect. Progress theor. Phys. 
13, 631—632 (1955). 

Mit Hilfe der in der vorangehenden Mitteilung entwickelten Methode wird das 
Verhalten eines Elektron-Phonon-System im Magnetfeld studiert. Solange die 
Störungstheorie konvergiert, ergibt sich kein Meissner-Ochsenfeld-Effekt. Dasselbe 
Problem wird dann ohne Störungstheorie mit Hilfe einer Greenschen Funktion 
formuliert. Falls die Greensche Funktion, die im Prinzip aus einer nicht-linearen 
Integralgleichung berechenbar ist, eine geeignete Singularität hat, folgt der Meissner- 
Och senfeld-Effekt. M. R. Schafroth. 

Nishiyama, Toshiyuki: Theory of sound waves and collective deseription. 
Progress theor. Phys. 14, 37—51 (1955). 

Es wird eine „kollektive‘‘ Näherungsmethode für die „Beschreibung von Sy- 
stemen von Elektronen in Wechselwirkung entwickelt. In dieser Näherung er- 
scheinen die angeregten Zustände des Elektronengases in der Form von Schwin- 
gungen, die von einer Vorzugsrichtung im Raum abhängen. Die Gültigkeit der 
Näherung wird qualitativ diskutiert und verschiedene Anwendungen betrachtet. 


M. R. Schafroth. 
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Mazo, Robert M. and John G. Kirkwood: The structure of liquid helium. Proc. 
nat. Acad. Sci. USA 41, 204—209 (1955). 

Es wird gezeigt, daß die Zweierverteilung des flüssigen He II näherungsweise 
übereinstimmt mit derjenigen einer klassischen He-Flüssigkeit von etwa 13°K, welche 
nach der Theorie von Kirkwood und Born-Green näherungsweise berechnet 
werden kann. Die Übereinstimmung mit der aus Röntgenstreuversuchen bestimmten 
Zweierverteilung ist recht gut. W. Brenig. 

Houston, W. V. and H. E. Rorschach: Motion of nuclei in liquid helium. Phys. 
Review, II. Ser. 100, 1003—1007 (1955). 

Es wird versucht, die Atome in festen und flüssigen Stoffen in nullter Näherung 
als unabhängig zu betrachten und ihre Wechselwirkung durch Einführung eines 
mittleren periodischen Potentials zu beschreiben. Die Energieniveaus besitzen dann 
eine Bandstruktur wie die der Elektronen in Metallen. Die Übereinstimmung der 
Resultate mit dem Experiment (Spezifische Wärme von He,, Kernspinsuszeptibilität 
von He,) ist nur qualitativ vorhanden, wie man es bei einer derart groben Näherung 
auch nicht anders erwarten sollte. W. Brenig. 


Chester, G. V.: A transition in liquid helium. Phys. Review, II. Ser. 100, 455 — 
462 (1955). 

In der Feynmanschen [ibid. 91,1291—1301 (1953)] Näherung der Zustandssumme 
für He, Zum [erier (ti "tw)daN.o=2DFD, e-EelkT,D, und E, Eigenzustände 
und Energien eines idealen Bosegases von Atomen mit der effektiven Masse m*, 
wird Cesp(-V/kET). angenähert durch T(i+f(r,))> ,=-1l,<?2rn) 

2] 
= ( (r,, >2r,). Die Integrale [®: ®,II (1 + f,) dt” werden nach Art der Mayer- 
schen Clusterentwicklungen behandelt. Nimmt man nur Zweiercluster mit, so lassen 
sich alle übrigbleibenden Integrationen und Summationen vollständig ausführen. 
Die Zustandssumme liefert einen Phasenübergang zweiter Ordnung bei dem experi- 
mentellen Wert von T,, wenn man für die effektive Masse m* & 3 m/2 setzt. 
W. Brenig. 


Kuper, €. G.: On the speetrum of elementary exeitations in superfluid helium. 

Proc. Roy. Soc. London, Ser. A 233, 223—232 (1955). 
Die Wellenfunktion, welche Feynman [Phys. Review, II. Ser. 94, 262—277 
(1954)] für die ersten Anregungen in He, aus einem Variationsansatz bekommen hat: 

N. 
Pi = aD, Kt aty) 
n= 

(®, der Grundzustand), liefert ein Spektrum &(k), welches qualitativ in Überein- 
stimmung mit dem von Landau angegebenen ist. Es weicht jedoch im Rotonengebiet 
um etwa einen Faktor 1,5 bis 2 vom Landauschen Wert ab. Verf. versucht dieses 
Resultat zu verbessern durch den Ansatz 9, = 9. + = Gy, Pa Pag. Die Energie 


wird bis zur zweiten störungstheoretischen Näherung bestimmt. Alle Integrale 
lassen sich näherungsweise durch die Fouriertransformierte S (k) der Zweiervertei- 
lung ausdrücken und berechnen. Das Resultat ist in guter Übereinstimmung mit 
Landau, jedoch insofern nur als Abschätzung zu betrachten, als die Störung 50% 
der Energie nullter Näherung beträgt und merkwürdigerweise im Phonongebiet 
divergiert. W. Brenig. 


Astronomie. Astrophysik. Geophysik. 


Oniceseu, 0.: L’application de quelques th&oremes de caleul de probabilites a 
la statistique stellaire. Revista Univ. C.I. Parhon Politehn. Bucuresti, Ser. Sti. 
Natur. 4, Nr. 8, 35—38 u. russ. u. französ. Zusammenfassg. 38 (1955) [Rumänisch]. 
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L’A. reduit la premiere des&quations de Schwarzschild de la statistique stellaire & la forme 
+00 
vd I) Al). Ede (1,23), 
— 0 


ou #,. (8) Y5..(E) expriment & un facteur pres, respectivement les densites de r@partitions de la 
luminosite (apparente et absolue), magnitude (app. et ab.) de la vitesse transversale et mouve- 
ment propre annuel. Sous cette forme on peut appliquer un theor&me qui repr&sente une extension 
de celui de Cramer suivant lequel si Y,.,(&) represente la densite d’une röpartition gaussienne 
il en est de möme de A,(o) et y, „(u). L’A. releve l’utilite au point de vue &conomie de calculs, 
de l’application de ce theoreme et au point de vue theorique, la possibilite qu’il donne de 
verifier les hypoth&ses qui ont permis d’arriver aux relations de Schwarzschild. 
Französ. Zusammenfassg. 


Rigal, Jean-Louis: Etude statistique des mouvements stellaires. II. Cas des 
6toiles dGO. C. r. Acad. Sci., Paris 241, 1916—1919 (1955): 


Pogorzelski, W.: Probleme du mouvement stationnaire dans une couche gazeuse 
rayonnante. Ann. Polon. Math. 1, 367—379 (1955). 

Es wird folgendes Problem betrachtet: Eine Gasmasse, die unter dem Einfluß 
eines Gravitationsfeldes steht, werde von außen bestrahlt. Die Absorption wird als 
wellenlängenabhängig betrachtet; die Emission soll dem Kirchhoffschen Satz ent- 
sprechen (lokales thermodynamisches Gleichgewicht). Neben der Transportgleichung 
des Strahlungsgleichgewichtes gilt dann die Eulersche Gleichung der Hydrodynamik. 
Der Druck wird nach der Zustandsgleichung des idealen Gases berechnet. Zu diesen 
Gleichungen tritt noch der Energiesatz. Der Impulsaustausch zwischen Strahlung 
und Materie (Dopplereffekt, Strahlungsdruck ....) wird nicht berücksichtigt. Unter 
der weiteren Annahme einer planparallelen Anordnung wird das sich ergebende 
System nichtlinearer Integralgleichungen mittels successiver Approximationen ge- 
löst und die Eindeutigkeit der Lösung nachgewiesen. A. Unsöld. 


Armellini, Giuseppe: Sopra un limite inferiore della densitä messima di una 
massa gassosa ruotante.' Atti Accad. naz. Lincei, Rend., Cl. Sci. fis. mat. natur., 
VIII. Ser. 19, 102—107 (1955). 

Aus allgemeinen Betrachtungen über die Bewegungs- und Zustandsgleichungen 
einer rotierenden Gasmasse wird eine Ungleichung abgeleitet, die zwischen der Dichte, 
dem Polytropenindex und der Rotationsgeschwindigkeit besteht. F. Schmeidler. 


Busbridge, I. W.: On solutions of the non-homogeneous form of Milne’s first 
integral equation. Quart. J. Math., Oxford II. Ser. 6, 218—231 (1.955). 


Sowohl in der Strahlungstheorie der Sternhaufen als auch in der Atomtheorie 
ist die lineare Integralgleichung 


mir] Ble-TDIWdi+ Bed) —=zAL{Tm} + Bee) 


in welcher A den Hopfschen Operator bezeichnet, von besonderer Bedeutung. Ist 
[e,0} 
i)=L{IW =s[ It) et dt 
ö 


bekannt, so kann J(r) durch Umkehrung der Laplaceschen Transformation aus j(s) 

gewonnen ‚werden. Verf. erweitert eine von V. A. Ambartsumian [Astron. J. 

Soviet Union, 19, Nr. 5, 30—41 (1942)] angegebene Methode so, daß 7 (s) bestimmt 
oo 


werden kann, wenn B(r) ein Polynom oder gleich a \ Ne 


” * 1 
n=1,2,...ist. — In der Astrophysik bedeutet die Konstante x eine zwischen 0 
und 1 gelegene Zahl und für diesen Fall führt Verf. die Untersuchung vollständig 
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durch. Die Ergebnisse gelten in abgewandelter Form auch für x=1, aber die 
Beweisführung ist hier umständlich und schwierig, so daß Verf. sich darauf beschränkt 
hat, für diesen Fall nur die Ergebnisse mitzuteilen. W. Quade. 


Kippenhahn, Rudolf: Untersuchungen über rotierende Sterne. I. Die Theorie 
nullter Ordnung. Z. Astrophys. 38, 166—189 (1955). 

Als Theorie nullter Ordnung wird eine Theorie rotierender Sterne dann be- 
zeichnet, wenn das Verhältnis der Zentrifugalkraft am Äquator zur Gravitation 
klein ist und alle Größen von der Ordnung dieses Verhältnisses vernachlässigt wer- 
den. Eine solche Theorie führt nicht auf starre Rotation, wenn man den durch den 
Strahlungsstrom verursachten Impulstransport berücksichtigt. Es wird die zeitliche 
Änderung eines Rotationszustandes untersucht, der zu irgendeinem Anfangszeit- 
punkt herrscht. Infolge der Viskosität strebt jeder Stern nach genügend langer Zeit 
einem kugelsymmetrischen Rotationsgesetz zu. Eine numerische Abschätzung er- 
gibt allerdings, daß die Theorie nur bei sehr langsam rotierenden Sternen anwendbar 
ist; daher ist eine weitere Theorie erforderlich, die auch Glieder erster Ordnung 
berücksichtigt und in einer späteren Arbeit folgen soll. Die Ergebnisse der vorliegen- 
den Arbeit haben dennoch Wert als Ausgangspunkt für die nächste Annäherung. 

F. Schmeidler. 

Cox, J. F.etF. H. van den Dungen: Estimation de l’effet, sur le moyen mouve- 
ment de la terre, des pertes de masse &prouve6es par le soleil. Acad. Roy. Belgique, 
Bull. Cl. Sei., V. Ser. 41, 12—21 (1955). 

Die Verff. untersuchen den Einfluß, den der Massenverlust der Sonne durch 
Strahlung und Korpuskularemission auf die Bewegung der Planeten, insbesondere die 
Erde, hat. Als zahlenmäßige Unterlagen dienen ihnen die Angaben vonL. Biermann 
(dies. Zbl. 42, 239) über Art und Stärke der Korpuskularstrahlung der Sonne. Von 
den säkularen Änderungen der Bahnelemente, die durch den Massenverlust der Sonne 
bedingt sind, wird als besonders wichtig eine Verlängerung des siderischen Jahres um 
(mindestens) 1/1000 Zeitsekunde jährlich hervorgehoben, desgleichen eine gering- 


fügige Verzögerung der Perihelbewegung der Erdbahn. K. Stumpff. 
Ebert, Rolf: Über die Verdichtung von HI-Gebieten. Z. Astrophys. 37, 217—232 
(1955). 


Es wird untersucht, wie weit ein HI-Gebiet (d. h. ein Gebiet, in dem der Wasser- 
stoff neutral ist und die Temperatur bei ungefähr 50° K liegt) durch den Druck einer 
sich ausdehnenden HII-Region (Gebiet, in dem der Wasserstoff vollständig ionisiert 
ist und dessen Temperatur etwa 10000°K beträgt) verdichtet werden kann. Dabei 
kommt Verf. zu dem Ergebnis, daß sich für eine HI-Wolke, die kugelsymmetrisch 
ist und deren Masse einen bestimmten Grenzwert überschreitet, von einer bestimm- 
ten Verdichtung ab eine Instabilität ergibt, und daß sich dann die HI-Wolke unter 
der Wirkung der Eigengravitation weiter verdichten und zu einem Stern entwickeln 
kann. H. Vogt. 

Gerstenkorn, Horst: Über Gezeitenreibung beim Zweikörperproblem. Z. Astro- 
phys. 36, 245—274 (1955). | 

Es wird ein Zweikörperproblem behandelt, in welchem die Hauptmasse M um 
ihre Figurenachse rotiert. Der Begleiter m erzeugt auf M eine Gezeitenwelle. Die 
von Darwin aufgestellten Differentialgleichungen des Problems werden durch An- 
nahme einer schwachen Reibung vereinfacht. Verf. interessiert sich ausschließlich 
für die säkularen Änderungen, die die Bahnelemente des Satelliten infolge der 
Gezeitenvorgänge erleiden; deshalb werden in dem Ausdruck des Potentials alle 
periodischen Terme gestrichen und nur die zeitlichen Mittelwerte beibehalten. Nach 
Ausführung aller möglichen Eliminationen und Verwertung der bekannten Integrale 
bleibt eine gewöhnliche Differentialgleichung 1. Ordnung übrig, die aber analytisch 
nicht integrierbar ist. Sie wird für das System Erde —Mond numerisch integriert. 
Es ergibt sich, daß die Mondbahn in der Vergangenheit enger gewesen ist als heute 
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und daß sich der Mond vor 2,5 : 10° Jahren fast genau in der Rocheschen Grenz- 
entfernung befunden hat. In einem Schlußabschnitt wird untersucht, ob die ver- 
nachlässigten Einflüsse der Gravitation der Sonne und der Exzentrizität der Mond- 
bahn die Resultate wesentlich ändern können; es ergibt sich, daß nur geringfügige 
Korrekturen zu erwarten sind. F. Schmeidtier. 


Mchitarjan, A. M.: Zur Theorie der Konvektion großen Maßstabs. Akad. Nauk 
Armjan. SSR, Izvestija, Ser. fis.-mat. estest. techn. Nauk 8, Nr. 1, 21—40 (1955) 
[Russisch ]. 

Die Erforschung der freien Konvektion großen Maßstabs ist wichtig für das 
Verständnis und die Erklärung verschiedener hydrothermodynamischer Prozesse, 
die sich in realer Atmosphäre unter Einwirkung der Sonnenwärme, der Boden- 
temperatur, der Winde usw. vollziehen. Dorodnicyn [Doklady Akad. Nauk. SSSR 
n. Ser. 30, Nr. 5 (1941)] entwickelte eine Methode zur Lösung der ebenen nicht- 
linearen, nichtstationären Aufgabe über die freie Wärmekonvektion großen Maß- 
stabs für die unendliche ebene Erdoberfläche. Der Verf. verallgemeinert diese Methode 
für den Fall der sphärischen Erdoberfläche. Dabei wird die Corioliskraft berücksich- 
tigt und ein zonaler Luftstrom vor Beginn der Konvektion vorausgesetzt. Weiter 
wird angenommen, daß die auftretende Prandtlsche Zahl gleich 1 ist und die Be- 
wegung der Atmosphäre sich aus einem zonalen Grundstrom und aus alsnicht klein 
vorausgesetzten thermischen Störungen zusammensetzt. Dem Verf. gelingt es 
nach längerem Rechnen, das entsprechende hydrothermodynamische Gleichungs- 
system soweit umzuformen, daß sämtliche Bewegungselemente durch die Funktion 
der Lufttemperatur an der Erdoberfläche bestimmt werden. Nun wird die Boden- 
temperatur über eine Differentialgleichung zweiter Ordnung gewonnen. Die Ver- 
teilung der Lufttemperatur folgt dann aus der Wärmebilanz der Erde. Dabei bietet 
die Bestimmung der Abweichung des Wertes der Sonnenwärme vom zonalen Wert 
eine besondere Schwierigkeit. Es wird eine entsprechende Tabelle für ein ganzes 
Jahr in Abhängigkeit vom Breitengrad gegeben. Die gewonnenen Ergebnisse werden 
diskutiert, wobei man feststellt, daß das Auftauchen der Nichtlinearität erst bei 
hohen Potenzen der Zeit im Einklang mit der Wirklichkeit steht, wo die zonale 
Bewegung zunächst linear verläuft und erst mit der Zeit sich eigentliche Wärme- 
konvektion entwickelt, die durch nichtlineare Glieder charakterisiert wird. Die 
Aufgabe ist für zonale Konfigurationen des Festlandes und des Weltmeeres gelöst, 
die dabei als homogen vorausgesetzt werden. P. Sagirow. 


Mehitarjan, A. M.: Über eine meteorologische Anwendung der Theorie der 
Konvektion in großem Maßstab. Akad. Nauk Armjan. SSR, Doklady 20, 75—80, 
(1955) [Russisch]. 


Auszug aus der vorsteh. referierten Arbeit des Verf. P. Sagirow. 


Mchitarjan, A. M.: Berücksichtigung der vertikalen turbulenten Durcehmischung 
in der Druckverteilung auf Meeresniveau. Akad. Nauk Armjan. SSR, Doklady 21, 
15—20 (1955) [Russisch]. 

In Ergänzung der Arbeit von Blinova [Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 92, 
557—560 (1953)] über die Bestimmung des planetaren Druckfeldes nach gegebenem 
Temperaturfeld untersucht der Verf. den Einfluß der Reibung der planetaren Grenz- 
schicht auf die Bildung verschieden hoch gelegener barischer Felder. Die Erde sei 
eine Kugel und habe den Radius a. Die Bewegung der Atmosphäre sei eine 
zonale Grundströmung von der Art: »,(0,2) =a-«a(e) sin 6, 20, )-Pu&@ 
a? (2) o(z)sin?0, wo 2 die Höhe über der Erdoberfläche, A und @ sphärische 
Ortskoordinaten; ® und & angulare Rotationsgeschwindigkeiten der Erde und des 
zonalen Grundstroms; 2,0, T Druck, Dichte und Temperatur der Luft; p,,(2) 
Druck auf dem Pol und der Druck der als klein vorausgesetzten Turbulenzen le 
Zirkulation sind. Durch Anwendung der Friedmannschen und der Ko£inschen 
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Gleichungen erhält der Verf. zur Bestimmung des Drucks die Gleichung 
x oAoleA +2 woploi+ eAp = F(0, A) 
dabei ist 9(6,%) = p, (0, A)/p, ©0s 0, wo ?, der Standarddruck auf dem Meeres- 
niveau, F eine bekannte Funktion und e eigentlich eine Funktion von 9 und » (Rei- 
bung) ist, die aber in erster Annäherung durch die Festsetzung » cos = const 
als konstant angenommen wird. Die Lösung g wird dann in einer Entwicklung nach 
Kugelfunktionen gefunden. Die Ergebnisse gehen bei v»= (0 (keine Reibung) in 
die Ergebnisse Blinowas über. Aus dem Ausdruck für @ ist ersichtlich, daß durch 
Reibung eine Dissipation der Energie stattfindet, welche die Turbulenz abdämmt. 
P. Sagirow. 

Palmen, E.: On the mean meridiönal circulation in low latitudes of the northern 
hemisphere in winter and the associated meridional and vertical flux of angular mo- 
mentum. Soc. Sci. Fennica, Commentationes phys.-math. 17, Nr. 8, 33 S. (1955). 

Die Studie stellt sich die Aufgabe, die Beziehungen zu finden zwischen den durch 
Windmessungen nachweisbaren Massentransporten in der Passatzirkulation und 
dem meridionalen und vertikalen Drehimpulsfluß. Für die Frage nach dem quan- 
titativren Zusammenhang zwischen solarer Einstrahlung und terrestrischer Aus- 
strahlung einerseits und den Wettervorgängen andererseits haben die jüngsten 
Forschungen ergeben, daß sich in der Atmosphäre getrennt liegende Gebiete mit 
großer potentieller Energie von kürzerer oder längerer Lebensdauer bilden — Groß- 
wetterdiskontinuitäten der intertropischen Konvergenzzone, der subtropischen und 
subpolaren Hochdruckzellen —, deren Umwandlung in kinetische Energie in den 
Frontalzonen durch die JJetstreams (Strahlströme) und in den Passaten erfolgt. 
Die durch die Winde erzeugten Umschichtungen in der Atmosphäre führen zu einer 
bestimmten Regelung der Ausstrahlung. Hierdurch entsteht eine Art Strahlungs- 
gleichgewicht, das dem Klima und dem Wetter seinen Rhythmus aufdrückt. Die 
vom Verf. untersuchte Passatzirkulation ist also ein wichtiges Glied des allgemeinen 
Forschungsprogrammes. — Das Modell der Passatzirkulation (Hadley-Zirkulation) 
beschreibt Verf. in üblicher Weise. Der Hauptgegenstand seiner Untersuchung ist, 
mittels der Lehre vom Drehimpuls aus den meßbaren horizontalen Massenverlage- 
rungen die Mächtigkeit der auf- und absteigenden Zweige dieser Zirkulation größen- 
mäßig zu berechnen. — Der Drehimpuls eines Massenteilchens ist gleich seiner Masse, 
multipliziert mit dem Vektorprodukt [t [ur] ], wo t der Abstand des Massenteilchens 
von einem auf der Drehachse gelegenen Bezugspunkt und u die Winkelgeschwindigkeit 
ist. Aus dem 3. Newtonschen Axiom folgt, daß in einem System von Massenpunkten, 
die sich um eine Achse drehen, die Summe der Drehimpulse- aller Teilchen ein 
konstanter Vektor ist, wenn der Schwerpunkt des Systems sich unbeschleunigt be- 
wegt. Dieses kann für unsere Planeten angenommen werden. Trennt man die 
Erde in Lufthülle + Resterde, so ist unter Vernachlässigung der Meeresströmungen 
der konstante Vektor des ganzen Systems gleich der Vektorsumme aus den Dreh- 
impuls der Resterde und dem Drehimpuls der gesamten Winde. Der absolute Betrag 
des Drehimpulses der Resterde ist nach Ausweis der Sterntagmessungen hinreichend 
konstant. Seine Richtung schwankt zwar wenig, aber merklich. Der Drehimpuls 
der Gesamtwinde ist also veränderlich, Meteor. Z., 1942 und Z. Meteorologie 1950, III. 
—_ Verf. schließt sich dieser Auffassung nicht völlig an (vgl. dies. Zbl. 37, 287). 
Er folgt der Darstellung von H. Jeffreys im Quart. J. 1926. Danach können täg- 
liche oder jahreszeitliche Änderungen im Gesamtdrehimpuls der Atmosphäre sein, 
aber für alle praktischen Zwecke darf man annehmen, daß der Gesamtdrehimpuls 
der Atmosphäre konstant bleibt. Charakteristisch für die Studie ist die Verwendung 
der schon von Jeffreys gebrauchten Begriffe Fluß (flux) und Übertragung (transfer) 
des Drehimpulses. Bei dem ersten Begriff wird der Drehimpuls eines jeden Massen- 
teilchens noch mit seiner Geschwindigkeit, laminaren oder turbulenten, multipliziert 
und dann integriert; bei dem zweiten handelt es sich um die Einführung der Ge- 
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schwindigkeitsänderung der Winde beim Überströmen der von Westen nach Osten 
sich drehenden Erde infolge der Reibung. Für die Beziehung dieser Größen zu- 
einander stellt nun Verf. den Leitsatz (erweiterter Platzwechselsatz) auf: Der 
nordwärts gerichtete Fluß des Drehimpulses über den 30° N. B. muß gleich sein 
der Übertragung des Drehimpulses von der Erde in die Atmosphäre im Gebiet der 
Passatzone, wenn keine Übertragung des Drehimpulses über den Aquator statt- 
findet. Der Mechanismus des Transportes des atmosphärischen Drehimpulses aus der 
Reibungsschicht der Passatzone in die oberen Teile der Atmosphäre, wo der größere 
Teil des nordwärts gerichteten Wirbeltransports auftritt, ist eines der Haupt- 
probleme der allgemeinen Zirkulation. Hierüber hat sich 1953 R. W. James im 
J. of Meteorology 5 kritisch geäußert, worauf Verf. nicht eingeht. — Die Studie hat 
vier Teile. Im ersten Teil behandelt Verf. die vertikale Übertragung von Drehimpuls 
in der nordhemisphärischen Passatzone. Der nordwärts gerichtete mittlere Fluß 
des Drehimpulses über 30° N. B. ist nach Windbeobachtungen und Berechnungen 
in den Wintermonaten Januar-Februar 50 x 1015 m?ton sec”?. Diese Größe wird 
auf Grund des Leitsatzes mit dem durch Integrale ausgedrückten totalen vertikalen 
Drehimpulstransport durch ein beliebiges, von senkrechten Wänden zwischen den 
Breiten 9, und @, eingeschlossenes Niveau in Beziehung gesetzt. Hierbei definiert 
Verf. eine Größe [m], die in der Zeiteinheit in der Hardley-Zelle zirkulierende Masse, 
wozu er das Modell durch ein Niveau #’, das den oberen vom unteren Zweig trennt, 
und durch eine Senkrechte in der Breite o’, die den aufsteigenden Zweig von dem 
absteigenden trennt, gliedert. Die Größe [m] stellt er durch ein Teilintegral der 
vorher definierten Integrale dar. Damit gewinnt er einen wichtigen Passat-Zirku- 
lationssatz, der den nordwärts gerichteten totalen Drehmomentfluß mit der Größe 
[m], der Winkelgeschwindigkeit der Erde und mit der zonalen Windkomponente 
verbindet. Durch eine Näherungsrechnung, bei der der vertikale Wirbelfluß des 
Drehimpulses vernachlässigt wird, wird dann für die verschiedenen Breiten die 
Größe der zirkulierenden Massen erhalten; je weiter nördlich, desto kleiner ist sie. 
Die Verfeinerung des Näherungsverfahrens bringt das in der Erfahrung bestätigte 
Ergebnis, daß diese mehr in Äquatornähe, jene mehr in den Subtropen stattfinden. 
Im zweiten Teil berichtet Verf. über die Auswertung der Messungen der tropischen 
Windmeßstationen, die in der Nähe des 13° nördlichen Breitenkreises liegen. In 
Tabellen werden die gemittelten zonalen und meridionalen Komponenten, der 
mittlere Windvektor und der Winkel zwischen diesem und dem Breitenkreis für 
die Hauptniveaus gegeben. Die. Ergebnisse werden in Windprofilen dargestellt. 
Hieraus kann die Größe der in der Hadley-Zelle während der Monate Januar und 
Februar zirkulierenden Masse zu 230 x 10° ton sec! für den ganzen Breitenkreis 
berechnet werden, ein Wert, der gegenüber dem aus dem Näherungsverfahren ab- 
geleiteten zu groß ist, was Verf. auf die Vernachlässsigung des vertikalen Wirbel- 
flusses des Drehimpulses zurückführt. — Der dritte Teil ist eine mathematische 
Physik der zeitlichen Anderung des Drehimpulses eines festen Breitenkreisringes, 
in dem die in der Passatströmung wirkenden Schubkräfte untersucht werden und der 
u.a. das theoretische Ergebnis zeitigt, daß der Winkel zwischen Windvektor und 
Breitenkreis 31° beträgt,während die Beobachtungen 35° ergeben. Der vierte Teil 
bringt einen Gesamthaushalt des Drehimpulses in 5° Breitenkreisstreifen des nord- 
hemisphärischen Passatgebietes. Er berücksichtigt die mittlere Massenzirkulation 
und die vorher besprochenen Arten von Fluß und Übertragung von Drehimpuls. 
Das Niveau, welches die untere Nordströmung von der oberen Südströmung trennt, 
wird bei 700 mb angenommen. Der Haushalt gibt ein anschauliches quantitatives 
Bild der mittleren Strömungsverhältnisse in den verschiedenen Breiten. — Die 
Studie ist ein wichtiger Meilenstein auf dem Wege, unsere durch Windmessungen 


erworbenen Erfahrungen zu einem Lehrgebäude der exakten Naturwissenschaft zu 
entwickeln. B. Neis. 
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